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DEMONSTRATIO

THEOREMATIS CIRCA ORDINEM
IN SVMMIS DIVISORVM
OBSERVATVM.

AVCT. L. EVLERO.

Iam ab aliquo tempore incidi in theorema, quo haty-
ra nomeroram non medioctiter iluftrari eft vifs,
cum in eo ordo contineatur, quem fummsae diviformm,
ex pumens ferie natorali procedentibus ortae, inter fe
tenent. Oftendi enim, {i {ingulorum numerorurn naru-
falium 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, etc. omnes divifores:
in voam fummam colligantur, haeque diviforum fummae
in feriem difponantur, qoae erit ' o
1,3,4-,7,6,12,8,15,13,18,12,28,14,24,24,3I,TSEfC,
hanc feriem effe recurrentem ; eiusque fingulos terminos
ex praecedentibus fecondum quandam fcalam relationis
determinari.  Atque hic ordo non folum ideo maxime
notatn digaus eft vifis, quod vix quisquam fufpicatus
foerit, hanc feriem certac cuipiam legi effe adfiriétam, .
fed etiam , quod iftivs ordinis nullam demnonfirationem
firmam mihi quidem tum temporis reperire licuerit,
ctiamfi pluribus modis rem tentauerim. Perductus qui-
dem fui ad huivs ordinis obfernationem, dum {equentem
formulam in infinitoro productern fum contemplatus:

s= (r=2)(1—a" ) 1—a" )1 —a") 12" (12" )1 —a7) etes

ex cuius euolutione per indudionem conelufi, fore

s= 1-g-a bt al -t e a0y e
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76 DEMONSTRATIO THEOREMATIS

vbi exponentium ipfus x ordo eorum differentiis fii-
meundis fit manife(lus ; erir enim feries differentiarom -
5, 1,3,2,5,38,7) 4 99‘ 54 X1, 6.:- 13,7, 15,8, ¢t
Excerptis. enim: termyinis alternis. patet, "hane feriem efle
permixtam eX ferie numerorum imparium, et ex ferie
numerorum: omninm integrorum.  Verum quod fit fecun~
dum hanc legem : s— r-aw-x 2"~ & -2 "wx e eLc.
fiquidem fuerit 5 == (x-a)(x-ax)(1-a")(1-2")(x~ x)er:c.
per inductionem tantum collegi , negue aequalitatem ha-
rwm dparum formularum folida demnonftratione  enincere
potui.  Quam ob canfim etiam ordinem illum, quem in
finnmis diviforom hine elicui, firmiter demonflrare non
valui ; fed eius demonflrationem iam tum inniti decla-
raui demonftrationi aequaiitatis inter binas illas formulas
infinitas modo exhibitas.  Cum igitur nunc iftam de-
monfirstionem fim adeptvs, ordinem quoque illum i
fommis diviforum dete¢tum non amplivs illis veritatibus,
quae agnoftuntur, neque tamen demonftrari poffint, ac- -
cenfri conpeniet, quemadmodum tum temporis fim
arbitratus , fed i‘am merito Ipfi locus inter veritates ri-
gide demonflratas aflignari poterit. Coius rei ne vilom
dubium  relinquatur , fingulas propofitiones , quibus de-
monftratio hujus veritatis innititor, hic ordine apponam
atque demonfirabo :

PROPOSITICG L

S 6 5= () (- B) 1) e D) e
gx -+n} etc. productum hoc, ex infinitis factoribus conflans,.

m feriem fequentemn conuertitur ;-
I Ut} B (1) e ¥ (1) (1 BY e (et} (14-B) (1Y)
i G (R T LI (R TR (M) N B
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DE SYMMIS DIVISORV M. 77

DEMONSTRATIO.

Cum enim fexiei primus terminus fit (1-4-e) et
fecondus — B (T2}, erit fumma primi €t fecundi
= (r4a)(1-+B):  mm addatur tertius terminus
v (1—+2) (1-+B), prodibit  {r—-a) (1+-B) (1-4+v)*
addatur infuper terminus QUArtus, qui eft 3 (1 ~-a)(x -+ B)
(x—4y) erit fumma:(1+a)(1—+—(3)(1——]—~1/)(1—|——5].
Atque fic in infinitnm procedendo, fumma totivs fexiel,
fen ompium ¢ius terminorurm, perducetur ad hoc pro-
du@um: (r+¢)(r+{3,\(I~i—'y)(1+5)(r+a)(1+ ) eic.
Vode manifeftom eft, {i fuerit ‘
J:(:+a)lr+[3)(:+”f(:+5)(r+s)(:+s’)erc-‘
fore vicifim: ‘
Y o (l+a)+[3(=+fx)+’E{r+&)(l+ﬁ)+5(x—i-ﬂ) B (i) e el

PROPOSITIO I1.
Si ferit 5 = (1) r—ax)(x-2 )T —at) 1271 -af) ete.
productum hoc, ex infinitis factoribus conftans , re-

ducetur ad hanc feriem : .
e e etroa{a-) -2 (1-a)(x oo (1)) et

DEMONSTRATIO
Si haee forma s—={(1-x)(1 g1y 1-2")(x1-a") etc.
com forma praecedente § = (1 - a1t B )X )
(1-+38)(x—-¢€) etc. comparetur , manifeftom et fore:
o= —x =y Y= §—=-a"; e=-x"; elc.
His igitor valoribus in feric ibi data, quae producto ¢
aequalis eft inuenta, rite fabftitutis , patebit propofitionis

veritas, fcilicet effe:

== x-a-an{x-x)-x (r-x) ) (x-x)( 22" )(1-7)- ete.

K3 PROFO-




78 DEMONSTRATIO THEOREM ATIS

PROPOSITIO III

i fueric ¢ — A {1y V(g #
5'51 fuc711t § = (x—x) (1—") (1 -2 J(1=a)(z~s%)
{1—2°)(x—x") etc. erit hoc produdum infinitum. per
smultiplicationem euclvendo, terminosque fecundum po-
teftates ipfins w difponendo: .
5: PO L S NN Ut - S 5,_}_332!__!__9525,_.;(;3'5.._;@40_!_35 Fx¥7eefp,

£ulus feriel ratio eft ea ipfy, quae fupra eft expofita,

DEMONSTRATIO. _

Com fiv 5 = (x=~2) {1~2") (1—2") (1—2*)(1—2")
{1=a")1—a") etc. erit ¢ == 1—w—xa(1-2)-2% x=x)(x-a")
—~x 1 —a)1—3")1-2") - etc. ’
Ponatur f— 1 —x— Az, erit:
A =i mlm) (1) e 2 (£ ) (5 o 22) (1 k) e et
Evolvantur finguli -~ termini  tantam fcundom fidtorem
x—x, ac fequenti modo- difponantur:

— —_—, e 3 202) X3 )1 —x3) — efe,
T 1 o 2 (X Xt (P ) =2 2B 202 ) et (14 et

eritque ‘terminis fubferiptis colligendis: _
A — x5 ) —a?) (4 ——xx}—5¢9(:—letr—-x‘ﬁ')h--m*)-—eri:.
Ponatur A'— 1—x"— Bz’ erit _ '
Bt () — 20 24 (1 — ) — 29 (1 — 24} e el
in quibus terminis fubfcriptis 1 — 2 tantum euoluatur,
ac flet . _

B= e i o Ty
denuogue terminis {ubfcriptis colligendis habebitur

B = e e X (1m0 B Yo 2 T T 1 B e )2 T At P s p e ¥ )— el
Pongtur B — 1 -5° -Cx', erit | '

Co i (1 ) s — % g a6 1om 27 ) (1 - 2% ) (1 ~2) o et
vbi in fingulis terminis fa&or 1 - x° euoluatur , vt fiat
Liibendo vt fopras . . LG
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« BE SPFMMIS BIFISORV M. . 43
M e 6 e ?) e P e 1 —5)  — el
Co | o at st padt s Y 5eitS) - €50
vade colligetur: |
C = ¥l ettt 5 -.-:—x‘)ﬂi;--zs)—»w“ﬁ=—-=s")tn—z.—x,5)(;.—-;&6}.- efes.
7 : :
Popatur C =1~ —Dax , erit o o
D == s e b2 #s 28 {5 — 25) e 20 1 e a4 {1 e 25 (1 26 e et
quae abit in hanc formam : |
. —at xS ! xS f1—k6) = eleu-
D= 3 1,:4(:+x53+qc'(:-—-x5))(z-~x6)+xl2@-—.&)(;-—.—16)[:-—.—:«:7) -+ e‘tcl.l.
ficque erit
D — 1 —x? 2 41=x5) (1 x8) (1=} -4 (1 — ) (1=%6)(1~2T) ~ 0l
Quodfi porro pomatur D = 1 — &’ — Ex°, reperjetnr
fimili modo : '
E=1—x""—Fx" ; hincque vitra :
Foaen'~Ga¥; Gz 1 —2"-Ha"; H=y—a "= 1™y
€tc. ' ' '
Reftitvamus oy fiece(fine hos valores, eritque:
S= 1 —a— Ay ' ‘
x "
Ax' =" (1 — &) ~ By’
7 7 g
Br =a" (1 — &) — Cx'*
Cx":: .'UlskI — x7) — Dx”
Dx"= a™(x — 2®) — Ea®
o etc.
Quamobrem habebimus :
o | —d.:: —-3,351-4:3} "I'x?[""xi)—x”('"i’m.-!—x“{x--sc!’){_.mn(,__m: fy + .or;,-, .
fiuve 1d iplom, quod demonftrari Oportet ¢ _
ST o R xRk T et TS a2 26 S5 D g ST g,

vode fimul lex exponentium fupra indicata per  diffcren- -

tias lucuiente perfpicitur,

PRO-




8o DEMONSTRATIO THEOREM ATIS

PROPOSITIO 1IV.

) SEE V- ‘
THEQOREMA PRINCIPALE DEMONSTRANDV M.

S Sl haec feribendi formula fn denotet fummam omnium

- diviforom numeri #, Gmilique modo numerorum mino-
T : rum, velati #-a, defignentur per f(n—a), fumma dinifo-
mm numeri #, fen f#, ita pendebic a fummis diniforum
numierorum minorum, vt fit

. | Jn=f(n-x)-+f(n-2)~ fin - 5) -f(n; N +f(n-x2)4fln-x5)
' - | - = [} (1-26)4f(5-85) - (n-40)-f(n-5 1) - f(n-57)etc.

Vbi fequentia fimt notanda :

~1° Signa -~ et — geminata terminos huius progres-
fionis alternatim afficere, :

2¢*. Legem numerorum 1, 2, 8,7, 12, 15, 22, 26, etc.
ex eornm differentiis , quae funt 1, 3, 2, 5, 8, 9, 4, ete.
fieri manifeftam ; vode colligitur hos numeros omnes in
formula hac generali ¥2=2 contineri. ‘ .
: 3" Quouis cafi iftins progreffionis €os tantum - terminos
S ' ab initio effe accipiendos, qui poft fignum / numeros
o ' affirmativos  retineant ; reliquos vero omnes , qiiibus
B . fignum [ numeris negatiuis praefigitur, effe omitiendos ;
g o ita i fit =10, erit f10= 94 f8—[5 —[g
S — 13 -+ 15 —6 —4—=18.
4. Quibus cafibus occurrit terminus f (-}, quod eue-
nit, {i # fiesit numerus huius feriei 1, 2, 5, ¥, 12, 15
etc. iis cafibus pro valore huius termini f(n-n), fen fy
aflumi  oportere ipfum numeram propofitim # 3 fic §

fit

'ﬂl’ 1|:
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v Lo — St o (o— 1 6
fit n= 7, et f7 =6 +J5-[2-fo—=12 ¢
-3-7:.2.8,ctﬁﬁtn:xz,erltfxz:f1;+f;_g
—f7—f5 +fo=12 - 18 — 8 — 6 - 12.2= 28.

DEMONSTRATIO.

- . . 2 Ar
Yormetur feries z — 2 1 4+ 2" 2 " f3-4-4" /4

- x* f5 -t etc. "vbi quaelibet poteftas ipfins x multi-

plicata fit per fummam diniforum exponenus €1us - po-

teftatis. Quodfi “fam fingulae diuiforum fammae 1€fGl-
vantur , -manifeflum eft, banc feriern trapsformari ia hanc

formam ,

2 (x %% - 2Ttz ete) 4 2 (@2 xthq-nfdn g 10 Joefe)
e 3 (A S 2 xS ete)) A 4 (b a2 670 o)
- (%8 e DI T S X IO S el e € (XB i gk Dt A0 H0 )

etc.

auibus -feriebus -geometricis “(immatis fiet

—_— 1 Coaxx x% x4 x5 Y.L :
2= ST T S et et

Multiplicetur .haec forma -per — 2F , ac produ@i inte-

grale efit
- ”%":—:Z(xFx)ii—l{x._xx)+l(1—-.x’)-{—lfx.-x’):,-]——?(xmx’) ~}- etc.
fen — 2 = J(x-x) (o) (1-5") (1-2") (1-2%) (1~2) etc,
- quae exprefiio poft fignum logarithmicum , eum fit ea-

‘dem, quae in propofitione praccedente vocata eft =,
. wdx . y
erit — [~ =y, ideoque alterum - valorem :pro s fu-.

.mendo, erit. quoque :

2idx

~ ST =12 e e e a  a — ete)

Tom; V. Nou. Com. , L C cuius




4z DEMONS’TRATIO THEOREMATIS

cuius chfferentlale per & % diuifum, d‘lblt alium valorem
‘pro %, nempe

x:c+-zx=—sx5--7x7-+-uoc"-+-rsx‘s——ux”—qrc
z-—-:_m_xﬂ.q_aﬁ +x7-x‘= x16 o x®2 j-rclte

qui valor fi aequalis ponatur aﬁhmto ,, €t vtrmque per

" denominatorem I — & — &° —- 2’4 2" — " etc. mul-

tiplicetir , reperietur. terminis fecundum po;eﬂ:qtes ipfins
& difponendis, omnibusque ad eandem partem collocandis:.

QO 2y e 8t 2mput s ¥4 0 52 6+x7J‘7+x’I 9+‘¢’f9+x’°f 10 efe-

o we i free Js— fa— f5= Jo6'— [fr = Jo = "Sp

N s = fim fp— Js—= So—_ J5 — Joé — f7 — [»
. . . . T R P T A
. . . A O E I T I N A

—x i K Koy Kgpg KKK
‘wnde. fingularm - poteftatum “ipfius & coefficientibus ni-
hilo aequatis, fequitur fore

iz g 6—~f5 +fa—J1
=it S 1=f6 /5 —fa—7
W f3fr S S8=fr+fo—f3—[r
Jr=fa /2 So=fsAf7-Jfa—f2 =
Si=fe+f3~5 Jro=fo-+fp-f5-/3

atqué indofem illius aequattoms vel leniter attendenn
- patebit, ‘effe ‘generatim :

- Jo=fl-1) 1S (n-2)f(n-5)~[{u ~7)+f(rz r2)4-f{n-15)-etc.
~ ha¢ ‘progreffione ‘quouis -cafir eousque continuata, donec
perueniatur ad fimmas numeroram negatinorum.  Dein-
de per f&-eft perfpicoum, numeros abolutos f; 2, 3, 7,

GtC,
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DE SVMMIS DIVISORVM 83

etc. qui in illis formulis confpiciuntur , vicem tenere
termini- f0; vnde concluditur, in cafibus quibus pro f# ia
progrefione illa reperta occurrit terminus f{(n — ), feu
S0, valorem eins femper ipfi numero propofito 7 ae-
qualem effe capiendum : ficque habetur plena ac per-
fecta demonftratio theorematis propofiti, quae, cum
practer tradtationem ferierum  infinitarom ;  per loga-~
rithmos et differentialia procedat, minus quidem na-

turalis, fed ob hoc ipfum multo . magis . notabilis eft’

acftimanda,
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