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DEMONSTRATIO

THEOREM ATIS FERMATIANI

OMNEM NVMERVM PRIMVM FORMAE: 471
ESSE SYMMAM DVORVM QVADRATORVM.

AVCTORE LEONARDO EVLERO
§. 1. o ‘

am nuper eos effen contemplatus numeros., qm
_ex additione. duorum quadratorum oriuntur, plu—
res demonftrani propnctates, quibus tales numeri

fint praediti: neque tamen meas meditationes ¢o vsque'

perducere licuit, vt huius theorcmatls, quod Fermatius
olim Geomctrls demonfirandum propofuit , “veritatem
folide oftendere potuiffem. Tentamen tamen demon-

- firationis tum expofii, vnde certitudo hums theorematis

multo luculentivs elucet, etiamfi _ criteriis ngldac demon-
firationis deftituatur: neqie dubitani, quin iisdem vefti-
giis infiftendo tandem demonﬁratm defiderata facilivs

obtineri pofiit; -quod ‘quidem ex eo tempore mihi ipfi

viit venit,” its, vt tentamen illud, fi alia quaedam le-
vis confideratio accedat, m rlgldam demonﬂrauonem
abeat.  Nihil .quidem " nouni in hac re me practlitifie
gloriari poffum, cum ipfe Fermatius iam demonftratio=
nem huius theorernatis elicuiffe fe profiteatur ; verum,
quod eam nusquam pubhc1 iuris TFecit, eius ja&ura” pe-
tinde ac plurimorum ahorum egregmlum huius viri,
inuentorum efficit, vt, quae nunc demvm de his deper<
ditis rebus quafi recuperamus, ea non - immerito pro
Douis jnuentis habeantur, Cum enim nemo vnquam
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- % BEMONSTRATIO

- tari felicifer in arcana numerorum penetraverit, quam
& ‘ ¥ermativs, omnis opera in hac f{cientia vlterins exco-
¥

it : Iendz ﬁu{’sra 1mpend1 videtur, nifi ‘ante, quae ab hoc
i : excellenti Viro iam fierunt mue{hgqta quafi de nouo.
i ' in Jucem promshantur.  Etfi enim poft emm plares
il

Viri doéi in hoc ftudiorum genere vires fias exercu-
erunt ,” nihil tamen plerumque fant confécuti, quod cum
ingenio huius Virl comparari poffet.

§ 2.  Vt autem demonfirationem theorematis,
quod fiic confidero, inftituam, duas propofitiones in f'ubﬁ-
dium vocari oportet, quarum demonfirationem iam ali-
bi dedi. Altera eft, quod ommes nnmeri, qui fiant
. divifores fummae doorum quadratorum inter & primo-
0 : ‘ S rm, ipf fint fommae duorum quadratorum; fic fi
f ' a et & fint numeri inter & primi, atque numeri ex

t iis formati 4. -t~ b6 didifor fit 4, erit quogue o

fimma’ duorum quadratomm huins theorernatts demon- _
,f, . Afrationem dedi in. fcripto ‘ante’ memorato, quo nume- 4
i o ros, qui funt duworum quadratorum fummae, fim con- i
: _ templatus.  Altera propofitio, qua demonfbratio fequens 1
I ‘ | indiget, ita fe babet: fi p fit numerns primms, atque
mo , " @t b numeri quiconque per p non diuifibiles, erie ;
N _ - femper g?—*—4F" per numerim primum p diuifibilis : o
? ‘ demonftrationern huius ref fam dodum in Comment. Cf
Sf ‘ - Acad. PetroP Tom. VIII dedi. ot
! - §. 3. Quodﬁ iam  4# -4 1 fit numerus prx-

_ . s, per enmt omnes numeri in hac forma z¢"—5*" COLE-
% 4 : -fenti  erunt. dinifibiles -, ﬁqufdem neumter  NUmerorme :
i ' ‘4 et & feorfint per 4-?1-—1‘—- ¥ foerit dinifibilis.  Quare o
fie et & fine numéu MinoLes, quant 4 # - x, (cyphra | b
K tamen,
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THEOREMATIS FERMATIANL 3

tamen excepta), oumetus inde formatus 2% — 5 fine
vila limitatione per numernm primum  prepofitum
4.7 - T erit dinifibilis. ~ Cum autem &*%={— 5™ fit pro-
duftim horum factorum  4*"—t- 5" et a*"— 4", necefle
eft , vt alteruter horum fadtorum fit per 4%~ 1 di
pifibilis ; fieri enim nequit, ve vel neuter, vel vterque
Gmul diviforem habeat 4.4 -+ 1. Quodfi iam demon-
firari pofler, dari cafus, quibus formg @*"— 5" fit dini-
fibilis per 4 # -1~ 1, quoniam &*"—~t- 4*" ©ob exponen.-
tem 2 7 parem, eft fumma duorum quadratorumy gio-
gamn neutrum feorfim per 4 # -~ 1 divifibile  exiftit,
inde fequeretur, hunc numemm 4 # <t x - effe {um-
mam duornm quadratoraml. - :
6. 4. Vernm fumma &%}~ 57 toties erit per
‘4. n -+ 1 dinifibilis ,- quoties differentia a**—4" per
eundem numerumn non eft dinifbilis. Quare qui nega-
werit, numersm prinum 47— 1 effe fummam- duo-
rum quadratorum, is negare. cogitur, vilum numerum ha-
fus formae a*™ 6" per 4 n -+ 1 efle divifibilem: eun-
dem - propterea affirmare oportet , OMBEs ANMEIOs in
hac forma -@*®—5*" contentos per 4 7+ 1 effe dini-
 fibiles; fiquidem neque 2, neque & per 44 4 1 fit di-
vifibile. Quamobrem mihi hic demonfirandum eft; non
omnes numercs in forma ™" —4*" contentos per
4 -1 efle dinifibiles ; hoc enim fi praeflitero,
certum erit, dari cafus, fen numeros pro 2 et & fubfti-
‘tuendos, quibus formia: g**—4*" non fit per 47— I
dinifibilis ; illis exgo cafibus aleera’ forma- a*™+ 5** necef-
fario per 4.2 — 1 .erit diuifibilis: vmde com &°7 et
&" fint numeri quadrati, conficietur id, quod proponitur, .
. : - A g Acilicet.
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fcilicet’ ‘numerum 4 7 ~}- ¥ effe - fuwmam ‘duorum-

quadratoram.,

§ 5. Vt igitur demouf’crem, non omues nume-
108 in hac forma 2" p2" contentos , {eu non omnes
differentias inter binas potefiates dignitatis 2 » efle per
47—~ 1 dinifibiles , confiderabo feriem harum potefta~
tim ab Vnitate vsque ad eam, quaec a radxce 4?2 for |

cmatur., :

I, 2% g% 4% 5:?: 6’” e (4?2)211

ac iam dico, non omnes dzﬁ'"ercntlas inter bmos termi-

nos huius feriei effe per 47 — 1 dm:ﬁbﬂes. Si enim
fingulae differentiae . primae- | oo
22‘1'1__1 3’”—-—22"'4.2" 2u,52n__+zn; .. (4 n)zn (+ﬂ~1)am
per 4 n -~ 1 eflent digifibiles, etiam differentiae huins
progre(fionjs , quae fint differentiae fecundae illivs feriei
per 4 # -+ x eflent dinifibiles : atque ob eandem ratio-
nem - differentiae tertiae, quartae, quintde ‘etc.’ omnes
forent per 47—~ 1 diuvifibiles ; ac denique - etiam dif-
ferentize ordinis 2 7, quae ﬁmt vt conftat; omnes in-
ter fe aequales. DJﬂ'elentme autem  ordinis 2 1 funt

== 1. 2, 8. 4+« o+« <. 27, Qua€. €IZ0 pPer nurhe-

rum  primum © 4 # =+ T Don fuut dinifibiles, ex . quo

“yicifim fequitur , ne omnes guidem dlﬁ”elenuas pr1mas

per 4 -~ 1 effe dinifibiles. :

' § 6. Quovis huius demonfirationis melius per-
fpiciatur , notandum eft, differentiam ordinis 2 # pros
duci ex 2 # —- 1 terminis feriei propoﬁtae qui fi ab
initio capiantur, ommes ita funt comparati , vt~ binos
rum quorimuis differentiac per 47— r diuifibiles ef
:(é debeant , {i theorematis veritas negetur, Sin antem

plures
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plures termini 2d hanc differentiam vitimam confiitu-
endam concurrerent , ique vitra terminum {4 #):* pro=
gredere‘ntur‘, quoniam differentiae a termind {"equ_cntc.
(47— 1) ortac ad enunciata theorematis non
pertinent , demonfiratio nullam vim  retinerst, Hire.
autem , quod différentia vitima, quam fumms content-
plati, tantum ab 2 # ~- I terminis pendet, conclufio,
quzm inde deduximus, omuino eft legitima ; indeque
fequittr, dari differentias primas, veluti 4"~ (¢—1)*", quae
non fint per 4#-+ 1 divifibiles, atque ita quidem,
¥t #non fit major, quam 2 z —- 1. Hinc autem por-~.
ro refte infertur, fimmam- & *"~~ (¢—1)", ideoque fim-=
mam duorum gquadratorum per 4 # - I neceffario.
cffc’ diitifibilem : ‘ideoque numerum primum 4% —= I
fommam effe duorum quadratorum. o

§,7. Quoniam differentia ordinis 2# 2b 2 # 1
terminis feriei poteftatum pendet;, tofidem tantum ab -
initio captos confideremus .

x; 2”‘.5 3% ; +=n ; 537:_; 62" . ... (2 ﬂ)”‘, (2?-?__‘]__‘,1_)111.
vonde ' differentise primae erunt: 22— 1 ; 3" —2%";
4‘211_,_3:11 ; 5211_4_271; NP .(2”__1__1):11_,(2”):‘3"
cuius progreffionis terminorum numerus eft = 2 7.
Ex demonflratione itaque praecedente’ patet, non omnes
terminos huivs progreffionis differentiarum effe per nume-
rum primum 4 % ~}- @ diuifibiles ; neque tamen hinc
intelligimus , quot et quinam fint illi termini, per
4 7 -+ 1 non diuifibiles, Ad demonfirationem enim
fofficic, fi vel voicus terminus, quisquis ille fit, per
47— 1-non fit divifibilis. Quodfi autem cafus. {peci-
ales evolwamus , = quibus. .4 # -} 1 eft numems

: primus,
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2 DEMONSTRATIO

primus, ex diffefentiis iftis, quarum numerns eft — 2.7,
reperiemns , femper femiflfem effe per 49 4~ 1 diuifi=

bilem , alterum vero femiffem non divifibilem : quae -
obfermatio etfi ad vim . demonftrationis non fpeé’cat 13~

men ad éam - illnftrandam _ non parum confert , quare
aliquot - cafuss {peciales ad examen reuocafle muabxt.

§..8. Minimis numerus primus formae 4. » -

¢t — 5, qui oritur, fi # = 71; vnde duae habebuntur

differentiag 2°-3 et 3~ 2°, quarum prior non eft dinifi-
bilis per 5, altera vero eft dinifibilis. Pro religuis ca-
fibus vtamur figno 4 ad eas differentias indicandas, quae
font dinifibiles, at figno o eas notemus, .quae non funt
diuifibiles, quae figna dxﬁ'crentns pro quouis G&ﬁl, fb-
feribamus © - L

Dxﬁ'erentme

27 qﬁ‘I 3 q_ua , f& —— 3 5 ‘*;€%‘.5 {55 i 5!55 576:"ti‘ s

o - o d o d d

T L
2 ~I}3 ~2

d o c Q d 4 - o

T4 14 14

G‘d ro’a’ d d o

o 5 qa . o o

d

o}

1,3 B4 ~835 436537 6; 8739 —8

T

.,4_. “3 ‘,,,5 H""i'ui 6:4-_5:@; '7”-5“;_?“:—.7-“5 9“—8

’

IO”’""‘Q II -u--IQ ?12 "-.'H ?Iat‘f'._',,.:‘[zhé I‘&‘H__‘ISH; Isz.c..__Ié_lf

=

Hinc " patet, terminos diuifibiles et non dinifibiles nulla:

certa lege contineri, etiamfi wuigue fint multitudine
pares: tamen per fe eft perfpicoum, vltimum eermi-

pum. (2 7+ xj“n-r-zn ®  femper per 41 4+t effe di- -
“ﬂzﬁbﬂem quia facterem habet (2 # 4 1 — 4 nm. -

=X A0 R R de rchqms athil gerti flatui potefl.

§ 9

s = eafereiete 4P A R et T4 ot




HEOREMATIS F ERMATIANI o

. 9. Porro qquoque ad Wim demonftrationis pe-
nitius per{picicndam  motari ©OpOrtet . demonfitrationens
um folum docum habere, fi numeras 47 - 2 fit pri-
mus ; prorfus wti matura theorematis poflulat. Nam {i
4 1~ 1 pon effer numerns jprimus, neque de co waffit-
mari poflet, quod fit fumma duorum quadratornm, neque
forma a*"—h * per eum efet neceffario diuifibilis. Quin
efiam vltima conclufie foret flfa, ‘qua profunciagi-
gus, differentias illas ordinis * 27 quae foat
— §.2. B. &4 ce-.. 20, nonefle per 474 1 dii-
fibiles. Si enim 47 -+ 1 non effet TUITIEITS Prims,
{ed factores haberet, qui effent minores, quam 2 %, turm
ytique produ@um I. 2. 5. #e . e o w2 27 hos facto-
res contineret , foretque idcirco per 4%+ T dinifibile.
At §i 4741 et pumerus primus, tum demum affir-
mare licer, produdtum X. 2. 3. Fe v o - 2 7 plane
non effe per 47 4 1 dinifibile + .quiz hoc productum
per anullos alivs nameros dinidi poteft, nifi qui tanquarn
factores -in illud ingredivmtur. . . L

§. xo. Cum denigue demonfiratio radita hoe nita.
tor fundamento, quod feriei poteftatum ,2%%, 33 A, €t
differentiae cordinis =2 s fint conftantes ,  OmBEsqUE
—1. 2. 8. 4 .~..2%, hoc wherius explicandum vi-
detur, etfi paffim in libris apalyticorum folide expofitum
reperitur. Primum igitur notasdum <6, fi festei cuinscan-
que terminus generalis, feu is qui exponenti indefinito X Te-

© fpondet, fit— Ax "™ Ba™ "+ Cym—1f DA™ 3L Ea™ 4

cte. hane feriem ad gradum 7 referri, quiaz <ft exponens
maximae potefiatis iphius x. Deinde i hic terminug ge~
meralis a fequente A (w4-1)™ A Bt )’"‘—“i»;l—'C(.m—;{—'I =z,

+Tom. V. Nou Com. ‘B - gte.




16 - bEMONSTRATIO

etc, fubtrahatur -prodibit terminus generalis feriei diffe-
rentmrum, in quo exponéns fummae poteftatis ipfins &
erit ~— 'm -~ 1, ideogue feries differentiarum ad gra-
‘dum mféuolem # — 1 -pertinébit:  Pari modo ex ter-
mino ‘genérali - feriei differentiarum” primarom’ colligetus
tcrmihus‘gerielalis {eriei differentiarum fecundafum ,  qui
lgltur denuo ad gradum depreffiorem’ # — 2 pertinebit. |
§. 1r. Ira fi ferics propofita -ad gradum o refe-
fatur, fenes dlﬁérenuarum primarum, ad gradum m — 2
referetur ; feries porro differeitiarum fecondarum 4d gra-
dum 7 — 2 ; feries differentiarum - terfiarum -ad gradum
m — 3 feries differentisram quartarmm ad  gradum

~ 4.5 et in genere feries differeritiarum ordinis. # 4d

gradum m—n pertinebit:  Vnde feries  differentiarum

ordinis m ad” gradum m —m == ¢ perueniet’, * elusque

- ergo terminus -generalis , quid fumma ipfius x poteftas

- eft — x° = 1, erit quantitas conftans, ideogue omnes

differentiae ordinis 7 inter fo erunt 1equales. " Hinc fe-
nemm primi gradus quarum terminus generalis eft
— Ax + B, iam dlﬁ‘ercnnae primae f{unt . inter f&
aequales ferlerum autem fecurdi ‘gradus , quae “hoe

termino generali A x*~+ Bx + C continentur, diffe- .

rentiae fecund.ic font aequales , et ita porro.

6 Quodfi ergo {eriem quamcungue poteﬂzb
tom conﬁderemus |
1, 2™ g™, ™, 5" 6™ ", 87 et

cuius termmus generalis ef’c == & ™ feu is, quiindici #
refpondet , feries differentiariim ordmxs 7 €X terrninis in-
ter fe aequalibus conflabit. At feriei diffrentiarum pri.

marum  termings genelahs erit — (x + 1) —x™; qui g
fequente

|

[

i

i

E
3

L

L

t




THEOREMATIS FERMATIANL 1x

fequente (+2)"— (%4 1)™ fubtractus dabit terminum
generalem feriei  differentiarum fecindarum , qui - erit
feriei differentiarum tertiarum erit terminus generalis
= (a+3)™ 8 (w2)" -+ 8 (x1)™—a™; ac tandem feriel
differentiarum ordinis # concluditur terminus generalis
= (w-+m)"~ m (x+m—1)" +’:(”;_‘)(x+m—_ ) ”f‘%*:lx_m:_z)
(%4+m—3)™+etc. qui cum fit quantitas - conftans,
idem erit quicungue nuMEIUs pro X fubﬂituatur, erit
ergo :
el = ™ (- I)”‘—]—"’“‘m_”(m— )’" "“f"”-‘}(m"’(m 3"
4+ etc. '

vel — (m +I) *'ﬂl mm +mrm—;)(m I)m 'm(m-—1){m-—9) m 2)11:

<1 etc.
vbi in forma priori poﬁumus x = 0, in poﬁenon

r = I.

§. 13. Euolvamus iam cafis huins feriei fpeciales

et a poteftatibus minimis ad -altiores afcencamu: ac po-
fito primo m — r, feriei 1, 2, 8, 4,5, 6, etc.

termiius generahs diff'ere_ntiaruni primirum  -erit -
== 1" —1. o =1 vel ::2‘-"—1 1=t Sim==e,

feriei 1; 27} 3 ; 4_ S50 etc. differentiae {ecundae funt
vel 2°~2.1", vel3’-2.2" f1.1°%; at eft 2’—2.1*
—2(2’=1.1"), vnde hae dlﬁ'erentxac {ecundae funt
—2.3. Sit m==3, et feriei 1, 2°, 3%, 4°, 57, etc. differen-

tiae tertiae erunt vel == §° — §. 2" + 3.1°; vel4'—3.3"

52" -1.1% at g7 —3.2" 5.1 =g (37— 2.27 4 1.1%)
= 3.2, I, quia’ ex cafi praccedente eft 3’-—2 ’+1 1°
— 2- Simili modo i m = 4 fedei 1, 2%, 3% 4%, 5%,

B 2 . gtc.

— (x42)" —-2(x+1) +oa ™ Hine  porro-

s S e
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ete. diferentite quartas erant vel 4 ~4. 8 - 6.2 —3.1%5

4.

vel 5% 4. 44 6. 342" . t*. Ateft 4 —4.3
4 6nt e g1t =g (4T BT g.25— £.1%)

6. 14 Quo Hic' progreffis mefius pexfpiciatur;,
fint feriei 1, 2™, 3™ 4™ 5 EiC. differentiae: ordinis:
w — Py ferfei 1 2™ gt g 5T erc
differentiae ordinis m—- ¢ — Qu erit P'— {m 4 )™
— ™ AT (g — 2) T mim— )Ml gpp— 2)PH- efC

Jo. 2 0 &

. z

—fmo)m 1) (g — x ) PR = etC Vbi P ex forma
S T E o . - .
pofteriosk, at € ex forma priork expreffimus.  Hic pri~
mo: patet, in. vtrague expreffione parem: effe termino=;
pum numerum ,, et {ingulos terminos expreffioms P effe:

ad fingulos terminos expreffionis Q. vii ¢ ad 7 ofe B

Namque ef¥ o D
(m—-1)™: (1) = r L AT

g m™r (= x)m EI L - I

mim—1) (g gy, (AT (g — 3 et S/ T e

T, 2 Ta 2
i) 2Y (m___d’j"‘z*”‘_—”;"‘j (mp— )" Tt T

o 2. &

. etc.
Hinc ob rem erit P: @ = r: m- 3, ideoque
Q = (m -+ 3 P.

§. 13. Hinc érgo patet fore-
feriei - ~ Differentias:
©3 83 45 53 ec  pimas =T -‘

N —
2. ® - x., 2., ’ 2 - . — . -

%
s

. % e
Byl

'

T e
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I 2‘4:_, 37 , 4 y 5‘“, Co t@rhﬂm - I. 2. ¥
o2, 3" 4” 5 3 ¢fc. quartas,. — Y. 2. »3._-}%’

;2™ 8™ 4™ 5T ete. ordinis M= X. 2.3« -+« M
. ‘ ergo:

;2™ 3%, 4™ 5% et oldins zr—zx.2.53... 2/
Atque ita quoque demonftrauimus, feriel poteftatum

Ty 2™, 8% 4% 5T et dlﬁ’élenms ordinis 27 noik

lum  effe conﬁantes , fled etiam qequ*ul, produ&o-
I. 2.8 ... .2 Vi i demonﬁmuont theorematis

propofiti aﬁ'umﬁmus».

THEOREMA T,

. Ex ferie quadramlum T, 4, 9, 16, 25, etc.
mulli numert per nurhernin primum p font dinifibiles, nifi
quorum: radices, funt per euindem: numerniy fr diuifibiles.

DEMONSTRATIO
. Si - enim quispiamy pumerus. quadratus 24 fierit
per numernmy pimvum g divifibilis-, quia ex fictoribus.

a et « conffat, neceffe: eff, vt altcruter fictor per p

fit divifibilis, quare: mumerus qmdrams @q per numiertum
primum: g diuifibilis eﬁ"a nequit , nifi eius-radix 2 fit
dinifibilis: per .
cCo R Og‘ L L. r .

z. Numeri ergo quadiati per numeruny primuny
¢ divifibiles nascuntur ex radicibus: p, 2 p, 3 P, 4P etc,
funtque ergo pp,, 4pps 9PP» I6pp, ete.-et reliqui

mumeri quadeati omones: per NUMCHINE prlmum p 1o

ewnt damﬁbzlcs;
B.g CORQLE.
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