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REFLEXIONS

SUR UN PROBLEME DE GEOMETRIE
TRAITE PAR QUELQUES GEOMETRAKS,
ET QUI EST NEANMOINS
9" IMPOSSIEBLE.

parR M. EULER.

II y a des perfonnes qui prérendenr, que la Geomérrie & I'Ana-
lyfe ne demandent pas beaucoup de raifonnemens; ils s'imaginent
que les régles, que ces Scicnces nous prefcrivent, renferment déji les
raifonnemens néceflzires pour parvenir 4 la folution, & qu'on n’a qu'a
executer les opérarions conformément & ces régles, fans fe mettre en
peine des raifonnemens, fur lesquels ces régles font fondées.  Certe
opinion, fi elle éroit fondée, feroir bien contraire au fentiment pres-
que général, ol I’on regarde la Geoméwrie & I’ Analyle comme
les moyens les plus propres & cultiver Iefprir, & 4 mettre en exer-
cice la faculté de raifonner. Quoique ces gens ayent une teinture des
Mathématigues, il faur pourtant qu’ils fe foient peu appliqués 3 Ja
refolution des problémes un peu difficiles : car ils fe feroient bientoe
appercus, que la feule application des régles prefcrites eft d*un fore
foible fecours pour réfoudre ces fortes de problémes, & qu’il faur
auparavant examiner bien foigneufement toutes les circonftances du
probléme, & faire la dellus quantité de raifonnemens, avant qu'on puis-
fe employer ces régles, qui renferment le refte des raifonnemens, done
nous ne nous sppercevons presque point , en pourfuivant le calcul.
Cleft cette préparation néceffaire avant que de recourir au calcul, qui
exige trés fouvent une plus longue fuite de raifonnemens, que pent-
Y 3 érre
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&tre aucune autre Science n'exige jamais ; & ot I'on a ce grand avan-
tage, qu'on peur saffurer de ‘cur juftefle, pendant que dans les autres
Sciences on cit fouvent oblivé des'arvérer 4 des raifonnemens peu con-
vaincans.  Mais autli le calcul méme, quoique I'Analyfe en prefcrive
les réples, doit partour éire fovrenu par un raifonnemenr folide, au
défaur duquel on risque de fe rromper 4 tout moment.  Le Geomérre
trouve done par tour oceafion d'exercer fon efpric par des raifonne-
mens, qui le doitent conduire dins la folution de tous les problémes
difficiles, qu'il entreprend ; & & moius qu'il ne foir bien fur fes gar-
des, il ¢t 4 craindre, qu'il ne tombe fur des Blutions faufles.  Un

robléme de Geomérrie qu'on trouve gmplement traité dans les Mé-
moires de I'Académie Royale des Sciences de Paris, & dans les Actes
de Leipzig, peut fervir d'une preuve bien remarquable de ce que je
viens d'avancer; ce probléme étoir congu dans ces rermes:

Trowver une ligne courbe MAN autour d’unr point five C,
telle, que fi I'on tire par ce point C une ligne droite quelcon-
que MCN, gui coupe la courbe en dewx points M & N, les
tangentes MT & W'T menées & ces points fuffent cntv'elles en
T w#n angle domne.

Quoiqu’on trouve de ce probléme diverles folutions, je foutiens qu'il
eft toujours impofiible, -4 moins que Pangle T ne foir, ou droir, ou
nul ; & Uexception: de ces deux cas, les folurions préwndués péchent
contre le principe de continuité, qu'on ne doit jamais perdre de vué
dans ces fortes de problémes, ot il s'agit de deux points, qui doivent
gppartenir 4 la méme ligne courbe. Cleft ce grand principe de con-
ticuité qu'il faur érudier 4 fond, avant qu'on puifle fe promerrre un
bon fuccés dans ces recherches ; &. c'eft de la, gu'on doit puifer non
fenlement les fondemens de la folurion, mais aufli le jugement, (i le
probléme eft ﬁﬂmblc ou non ? Pour déveloper folidement rour ce
qui regarde le probléme en queltion, je m'en vais faire 13 deffus les
réflexions {uivantes.

&
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7. RErFrrLEX 10N

Pour repréfenter une relle courbe, en cas qu'elle foir poffible,
je congois une ligne fixe CA rirée du point C, aurour duquel on
faffe rourner une ligne CM, dans le fens AM, de forte que P'an-
gle ACM, s'ouvre de plus en plus, jusqu’i ce que la ligne CM,
aprés avoir achevé un rour entier, revienne dans la firuarion CA.
Erdabord jeremarque qu'd chaque angle ACM doir répondre 4 une
feule valeur de la ligne CM, puisquelle ne doit couper la courbe
que dans un feul point M; car fi elie la coupoit en plufieurs, cela
{eroit contraire & la narure de la queftion, qui fuppole que chaque
ligne MCN prolongée de part & d'autre du point C ne rencontre
la courbe quen deux points M & N. Or je diftingue ici les deux
parties CM & CN de cette ligne droite, entant que la partie CM
répond a I'angle ACM, & l'aurre CN i l'angle pointu, qui furpafle
celui-li de deux droirs, _

2, REFrLzEx1 0N

Pofant donc 1'angle ACM =9, & la droite CM ==z, la
nature de la courbe déterminera & par une certaine fonétion de l'an-
gle @, ou des quantités qui en dépendenr. Telles quantités font le
finus & cofinus de I"ingle ACM, qui font d'auranr plus propres 4
former la dérermination de la ligne CM — s, puisqu'elles repren-
nent toures les fois les mémes valeurs, que la ligne mobile CM re-
vient aprés un ou plufieurs rours dans la méme firuation CM; au
lien que fi I'sngle lui-méme ACM = @ entroir dans cette détermi-
nation, il en réfulreroir aprés chaque rour une nouvelle valeur dela
ligne CM. H ne faur pas non plus, que les finus ou cofinus de la
moirié, ou du tiers, oun quart &ec. de 'angle ACM entrenr dans
la détermination de la ligne CM = =, puisque ces quanrités donne-
roient & la fois deux ou pluficurs valeurs pour la ligne CM. Pour
éviter donc ces cas contraires d la nature du probléme, il faur que

la ligne CM = = foit exprimée par une fonction uniforme de fin @
& col @.
3. REg-
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3. REFLEX1ON.,

Concevons donc que la ligne CM — = foit €gale & une fone-
tion uniforme de fin @ & cof @ ; & en verru du principe de con-
tinuieé, (i l'on met pour @ un autre angle quelconque ACp = 4,
& partant finy & cofl J pour fin ¢ & col @, ladire fonétion don-
nera la valeur de laligne Cg, qui répond & 'angle A Cp — .
Donc, pour arriver a la droite CN, qui ¢ft en oppofition avec la pre-
mi¢re CM, il faur augmenter I'angle @ de deux angles droirs ; ou
bien ladite fonftion donnera la quantité de la ligne CN, lorsqu'on
met au lieu de 'angle @ 'angle 180° — 0. Or puisque
fin(18c°4-QP)=—fin@p, & col(1§0°—@)=-colQ,
fi dans la fonétion de fin @ & cofl @, qui exprime la quantité de la
ligne CM = =, on met pour fin @ & col @ leurs négarifs —fin@
& —cof@, lafonétion exprimera la quantité de la ligne droite CN.
Et partant fi nous nommons certte ligne CN = 2/, la fonétion o
{e changeraen 2/, lorsqu'on mettra — fin @ & — cof @ au lieu de
finp & coflp.

4. REFLEXION.

Mais, pour nous approcher davantage de la queftion propofée,
gui demande que l'angle T foit conftant, il fera bon d'introduire dans
le caleul 'angle CMT, que fait la droite CM, avec la tangente de la
courbe MT. La fuire de nos recherches nous fera voir, qu'il elt le
plus & propos d'introduire latangente decet angle CM T, qui foic =¢.

Or il eft 2ifé de voir qu'il y aura ¢ = d_f : au lieu que le finus &

cofinus de cer angle CMT auroient éé exprimés par des formules
sd® & ds

V(da? ——22d®?)’ V(ds?—=2zdg?) °*

qui a caufe de 1’ambiguité du figne radical introduiroient une am-

biguité dans le calcul, que nous devons éviter: ce qui eft Ia rai-

fon, qu'il convient de fe fervir plurér de la tangenre de 1'angle

CMT.

irrationnelles

5. RE-
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5. RErFrLEXI1OMN
Ayant donc pofé la rangente de I'angle CMT —+, puisque

t:E};E o fi 3 eft une fonction de fin @ & col @, comme nous
fuppofons, il eflt évident que ¢ fera aufli exprimé par une fonétion
de fin & col @ Nous pourrons nous donc pafler d'abord dans
le calcul de la longueur de Ia ligne CM — 5, & confidérer im-
médiatement la quantité # comme une fondtion de fin p & col P :
& ce que nous avons remarqué fur 1’uniformité de la fonétion =,
aura aulli lieu & I’égard de la fonétion #, qui doit érre telle, qu’a
chaque angle ACM = @, il ne réponde qu'une valeur pour ¢, ou
pour la rangente CMT. Dong, {i nous mertons pour @ un autre
angle quelconque A Cp = 1, la méme fonétion donnera alors la ran-
gente de I'angle CpuM, que la droite Cp fait en p avec la courbe.

6. RETLEX 10N

Mais, puisque chaque ligne CM fair avec la courbe deux an-
gles, 'un CMT en avant, & l'autre CMp en [uite du mouvemenr,
il faut bien fixer <’ abord, lequel de ces deux eflt introduit dans le
calcul. Cela dépend bien de notre volonté, mais il faur bien pren-
dre garde , qu’aprés aveir choifi I'un ou Paurre pour une fituarion
de la droite CM, on fuive pour routes les aurres firuations le mé-
me choix. Ayant donc pris # :j—-f pour marquer la rangente
de l'angle, que fair la droire CM avec la courbe en avant par rap-
port au mouvement de gyration, que nous fuppofons i la ligne
mobile CM, nous devons fuivre dans route autre firuation la méme
régle.  Ainfi mertant ) pour @, la valeur de # donnera la tangenre
de I'angle CuM; & lorsqu'on tourne la ligne CM jusqu'd parvenir
i CN, alors I'expreffion de ¢ donnera la tangente de l'angle C Ny,
& non pas celle de l'angle CNT.

Mim. de P Acad, Tom. X, Z - R&
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= REFLEXION,

Soit donc #/ la tangente de I'angle CNy, que fait la ligne CN
avec la courbe en avant ; & de quelque maniere que ¢, ou la ran-
gente de l'angle CMT foit exprimée par fin p & cof @, cetre mé-
me exprelfion fournira en verru du principe de continuné la valeur
de ¢/, 1il'on met au lieu de 'angle B, I'angle 180°——®, ou bien
(i Pon met —finp & —cofl@ aulieudefin @ & cofl . Donc fi
nous fuppofons que # eft égal 4 une certaine fonction de fin p &
cofl @, alors ¢/ fera égal 4 une femblable fonétion de — finp &
— colp ; ou la fonflion ¢! refulrera dela fondtion ¢, fi 'on prend
dans celle-cy tant fin @ que col @ négaiifs. Dot 'on comprend
réciproquement, que la fonction ¢/ fournira la fonétion ¢, fi 'on
y prend aufli négativement le fin @ & col : & porrant ¢ & ¢/
font deux fondtions de fin p & cof P rellement rapportées entr'elles
que lune nait de l'autre, en pofnt — fin @ & — cof @ au licu de
finp & col .

g. REFLEX T 0N,

On trouve donc de la tangente # de 'angle CMT, celle de
I'angle CNy, ou ¢/, en premant les fin & col @ négativemenr: &
puisque ¢/ marque la rangente de Vangle CNy, la tangente de an-
gle CNT fera =—¢/. Or le probléme exige, que la fomme des
angles CMT—4+-CNT fvit conltante, ou fi nous polons l'angle
MTN = «, il faur qu’il foir

e —— CNy——~— CMT.

Donc, puisque tang CNy—=1¢/ & rang CMT — ¢, nous aurons:
pl—t
mang & " m .
Er parrant pour réfloudre le probléme, i) faut chercher une telle fone-
tion de fin® & cof P, que polant — 1 » & —col @ pour
4= fin p & ——col®, il en réfulte £/ en forte qu'il devienne
1t

| A L

tang &, ou ¢ — ¢ = tang & — £¢/ tang a.

9. RE-
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90 REFLEXITOMN

Ayant érabli un tel rapporr entre les deux fondtions # & #/, que
'une naic de 1’autre en prenant négativement les élémens fin @ &
cof @, dont elles font fonétions : il agit de déterminer la nature de
ces fonétions , afin quil {oit

! —t —ung a—-1¢'tange, oo ¥ —z¢—¢¢ tang o — nang o
Pour tirer commodément de cette équation I"'une & 1'autre quantité
¢ & ¢/, je la mulriplie par tang @, & j'ajoure de part & d'autre
Punité, d'od j obriens

1 ——#/ tanga — ¢ tanga—=¢ ¢/ tang a® = 1 —-ranga’® — fec.a®.
Je fais ces opérations, pour rendre le premier membre réfoluble en
deux fafteurs, ol les deux quanticés ¢ & #/ foient féparées, car on
aura : (1 —mange) (1 4 #anga) = fec.a?,

& voyons, comment on doit fatisfaire & cetre équation.

100 REFLEX1ON

Done, fi nous pofons 1— # tang @ == M fec. &, il faur de né-

ceflité que I'autre foit 1 —|—t‘:angn:rﬁﬁ:c- @: & partant nous

r
aurons :  franga—1—Mfec.a, & Hrangm:mfea.u—-t.
Suppofons mainrenant que M change en M/, fi I"on prend négati-
vement les finus & cofinus de @ ; & puisqualors ¢ changeen ¢/, &
¢! en #, nous aurons encore ces équations :
1
— fec.a—1.
1y

Celles-cy érant combindes avec celles-li donnent

t'tanga —r—M/feca, & ttanga=—

2 :Mfccu-—-}—-f_ﬁl'cc.u, & 2 :M"fﬁmm—f—%lrezu,

d'ot l'on tire M/ — M, & de plus 2M == (MM——1) fec. &,
2 ce
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1+ V(r=fec.a?)

ee qui fournit une valeur dérerminée pour M = oy
2.

laquelle étant imaginaire montre fuffifamment, quiil eft impofible de
réfoudre le probléme en général. Car i caufe de V(1—{ec.a?) =
V—r1.tanga, il en fuivroit 2=+ V' —1, ou bien la courbe
AM feroit imaginaire.

171.. REFLEX I ON

C'elt donc en vertu du principe de conrinuité, qu'on doirt pro-
noncer, que le probléme congli généralement n’admet aucune folu-
riony & partant les folutions prérendues, que quelques uns en ont
données, font en contradiction avec;ce principe, & ne donnent pas
de courbes continues, qui fatisfaffent 4 la queltion; ce qu’il fera ailé de
faire voir, en comparant ces folutions avec les maximes que je viens
de déduire du principe de conrinuité.  Aufli ne trouve-t-on aucune
de ces folutions appliquée 4 une cowrbe dérerminée, pour qu'on en
puifle voir, de quclic maniere les conditions du probléme {eroient rem-
plies, fi ce nelt pour le cas, ou I'angle T formé par les tangentes eft
droir. Mais dans ce cas les raifons, d'oli je viens de conclure I'im-
poilibilité du probléme, ceffent, & font voir évidemmenr, que le pro-
bléme devient poffible dans ce cas, & qu'il admet méme une infiniré de
folutions, parmi lesquelles il s'en rrouve de fort remarquables. Cette
impolfibilité fe perd avili dans le cas, ol l'angle T évanouir, ce qu'il
fera important de déveloper plus foigneufement.

12. REFLEXTON

Je dis donc que les raifons, qui viennent de nous convaincre
de 1"impoilibilité du probléme en ?énﬁrﬂ'i, perdent toute leur force
dans le cas, ol 'angle T — & eft fuppolé droit. Car, puisqu'aiors
la fecante de 1'angle @ devient infinie, nos deux équations pour M
& M/ fe réduifent & celles- ey :

1
°:M+I-ﬁ-!f” & n:M*’-—{-r—d,
aux-



& 1w &

auxquelles farisfait Ja méme condition MM/—<=1=—0. Donc pour
le cas, ot 'angle a elt droit, on n'a qu'a chercher une relle fonc-
tion de fin @ & cofl @ pour M, qui en prenant fin p & col @ ncga-
tivement devienne M/, enforte qu'il foir MM/ —<4—1 — o, & une telle
fonétion trouvée pour M fournit d’abord i caule de fec.a—tga—=w
pour une courbe farisfaifante cerre équarion # —-—M, & partant

ad® __ | ds __ dp

ﬁ —— f‘-I, ou ? p— H.

13. REFLEXTON

Pour le cas ot langle @ ¢ft — o, je lui ai donné I”exclufion
par les opérations faites dans la gme Réflexion, y ayant mulriplié¢ no-
tre équation par tang &, qui évanouit dans ce cas. Il faur donc rrai-
ter ce cas {éparément, & commencer par la premiére €équation, qui
pofant @ — o donne d’abord t/{—r¢—c, ou t/— ¢: dol &

- od a/id
caufe de = —;r:;lb, & i-"":—r?,:%, I'on tire :

dz ="’ 3 — o
Il faut donc que chaque droite M'C N foir partagle égaiement en
‘C; ou que le point C foir le centre de la courbe : de forte que
toute courbe douce d'un centre fournifle une folurion de ce cas. Ce
cas admet donc une infinité de folutions, & méme par des courbes
algébriques, qu'il eft forr facile de trouver, & par cette raifon je ne
m'y arrérerai pas plus long tems.

& partanc 2/ — s.

14 REFLEX1ON

A’ moins donc que langle T formé par les deux tangentes M T

& NT ne foir, ou droir, ou nul, le probléme eft roujours impos-
fible, de quelgque maniere qu'on le regarde ; & on ne fauroir jamais
trouver une courbe continue, qui donneroir cer angle T conftant &
oblique. 1l elt done d'autant plus remarquable, que ce méme proble-
Z 3 me
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me devient poflible dans le cas, ou ['angle T eft droit; & il me-
rite d"autant plus, que j'en dévelope la folution fournie par les réfle-
xions précedentes, que les folurions, que d'aurres en ont données, font
envelopées dans les folutions prérendués générales, de forre que ce
et que par hazard, quelles deviennent juftes dans ce cas. 11 eft
aulli 3 remarquer, que dans ce cas il y @ méme une infinité de cour-
bes algébriques, qui faisfaffent, parmi lesquelles fe rrouve la para-
bole, dont le foyer répond au point C.  Or la mérhode de trouver
ces courbes algébriques demande une adrefle particuliere, que je
m'en vais expiiquer.

PROBLEME

Autour du point C décrive ln courbe M AN, gue tirant par
C des droites quelcongues MCN, gui conpent la courbe en deux points
M & N, lestangentes MT & N'T menées @ ces denx points foient
enti'elles perpendiculaires, ou langle MTTN droit. g

SoruTtioN

Avyant tieé par C une ligne fixe CA, pofons 'angle ACM=—p),
la droite CM = =, & la rangente de langle CMT —¢, de forte
que t:’-&%@. Alors rout revient 4 rrouver de telles fondtions
M de fin @ & cof @, qui fi I'on prend négativement tant fin @
que cof P, elles changenten M’ en forte quiil foit MM/ ——1—o0;
ou puisque ¢t — — M & #/— — M/ & parrant ##/ ——1—"0
la quantité ¢ doit aufli &rre une relle fonction de fin @ & col g
qu‘-:n. ecrivant fin Q & — mr:p, au lien de —— fin o &
—= cnffp, elle change en forte en 2/, qu’il foir ##/ -1 — o,
Voyons donc quelles fonétions de fin @ & col @ ont cette pro-
pri¢té, & d'abord fe préfentent celles - cy :




. fin® & et IR0 }
i —col @ 14col D
— fng — fin@
/ T /
$lt 14col & W=F 1—coflp’ done
finp?* finp?
-‘-_—-—-——--——'_ f____._——.....
pHz= ol 1 & #iz— o A L

Voild donc la premiére fonétion convenable pour exprimer la va-
leur de #:
— fin@

SR 1+cul'rp
On voir aufli que des puilfances quelconques de cetre formule, dont
les expofans font des nombres impairs, ou méme des fractions, dont le
numerareur & dénominateur font impairs, fatisfont également.  Dong,
fi m & » marquent des numb:us nnpairs qur:tcumlues, nous aurons

I. Formule

fin m' n
1+ t:ul'{p"; '

Enfuire, par la compofition des finus & cofinus des angles multiples,
on fair que, lorsque 'expofant de la mulriplicarion ¢lt un nombre im-
pair A, tant finAp & col . changenr de lignes, lorsqu'on prend
les in @ & col @ négativement.  Done, prenant pour A un nombre
impair yuelconque, nous aurons :

II. Formule (

fin 2. o
111, ul t = ——
i Fomns ol hQ

Comme certe formule réfulte dela premiére en pofant 'angle A@ pour
@, de méme on tirera de la feconde formule, en marquant par m & »
des nombres impairs quelconques, w2
IV. Formule i i( s ?\@— 5y
1+col A
Cerre formule renfermant toutes les précedentes, il eft bon de fiire
VOir
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voir, comme elle fatisfair. Qu'on prenne négativement le fin @ &
s

—fin D
1g=cofhgp/ ?

cofy, & on aura t":i( & partant

i

~finA@®? \u =
= ( : ) - N~
E\T=gdAp/ — T CNrE—r
Or outre ces formules on peur en donner une infinité d'autres, qui ont
la méme propricté.  Que P I.igniﬁ': une fonétion quelconque paire
de fin @ & cof 4}, ou telle qui demeure la méme, quoiqu'on prenne
fin @ & col @ négativement : or que Q foit une fontion impaire

de fin® & col®, qui devienne —(Q_en prenant fin@® & col néga-
tivement; & il eft clair que cette expreflion Pig—t’ devient par ce

de forte que le produit de ces deux va-

—_ _Q
changement = P-Q’
leurs foit = 1. Une telle expreflion neferoit donc pas propre pour ¢,
mais il elt évident, qu'on en peut multiplier les formules données, fans
gu’elles perdent leur pmprrété D'otli fi P marque une fonétion paire
& Q_une fonétion impaire de fin @ & col @, nous aurons les for-

mules fuivanres beaucoup plus générales :

_fing  P~4Q
. — 4+
V. Formule = ; __Fm]_m P Q
fin fIJ n P+ Q_
V1. Formule o= __( . +.:.:-f.:p e - Q

finh @  P4Q
1=+cofnd F—-Q.

fin AD ],'P»-{— (24
1+¢-:-:i'}~.¢; P—Q_

VII. Formule e

VIl Formule : — (
Il
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Il eft aulli clair quune puiffance quelconque dc e g:, peut érre
employée avec le méme fuccds : donc prenant puur ¢ & v des nom-

bres quelcongues tant pairs qu’impairs, pendant que m & o & A
ne marquent que des nombres impairs; d’ol nous obtiendrons en-

core les quarre formules fuivantes ;

[
—y 0o <P+ Q\y
IX. Formule i e E 2 __,__.)

X. Formule £ i( fin @ )?J’(g—l—' Q.)

1 cﬂf@

rﬂ h$ P'--l— Q:’\ ¥V
:+:u1'h{p P—Q_)

XII. Formule ¢#=—-+ ]_‘;_“Ltﬁm) Cg t Q)
24P

Done, chacune de ces formules étant égalée a S fournira une {o-
1.

lution du probléme ; & puisque la derniere conrient toures les ay-
tres, elle nous fournir la folution gém’:rale [uivante :

XI. Formule " et vy

m

(I"i_'{‘ﬂr??} I PF—Q _;

in AQ P—{—-Q_
1--col A __ fin\ @

finn®@ T 1 colnp
?H
E_ finh® N\w P—Q
2 =4 (:-i—::ﬂf.h.m P+ Q.

Mim, de [Acad, Tom. X, Aa la-

au puisque celle - cy,
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laquelle, puisque les deux varisbles 5 & @ font [éparées, {uffit pour
conltruire roures ces courbes, qui réfolvent le probléme.

CororL 1.
Dans ces équations on peut aufli 'angle PC M prendre pour
: car, outre qu'il eft indifférent de prendre la droite CA de I'au-
tre cOré, I'ambiguité du figne == donr le différentiel 4 eft affeété,
ne change rien dans notre équation générale, quoiqu'clle produile
toujours deux courbes differentes.

Coxariy 2.

Mais I'ambiguité du figne = qui affeéte col @, ne produir pas
deux courbes differentes ; car, fi un figne regarde I'angle ACM— ,
l'aurre donnera la méme courbe pour 'angle PCM — @, puisque
fi le cofinus de 1’un eft pofitif, celui de |'autre devient néganf, le
finus demeurant le méme.

CororLt 3.

Ayant trouvé une équation entre la droite CM =132, & l'angle
ACM ou PCM = @, il eft aifé den rirer une équarion entre les
coordonnées jordinaires CP — x & PM — 3. Car d'shord on
aira s =V (xx—+t131y), & (nQ :%, & colp :%

CororLL 4

De li il eft clair, que fi Pon trouve une équation algébrique en-
tre = & le finus & cofinus de l'angle @, fans que I'angle @ méme y
entre par l'intégration; on parviendra aulli & une équarion s!gébrique
entre les coordonndes & & ¥ ; ou bien la courbe fera algébrique.

CororurL g,
Donc, pour trouver des courbes algébriques, il faur dérerminer
m

it
: ds__ finhd N\u/P4+ QN

notre équarion générale s — +d4dp (I ifﬂr?;@) (F:'QL
£n
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en forte, que I'intégrale du dernier membre devienne un logarithme
d'une fonition de fin @ & col @  Car, roures les fois que certre in-
tégrale n’eft pas réductible & un tel logarithme, la courbe ne fau-
roit érre algébrique.
FEEMaAaRrRQUE

A'lérard des courbes algébriques, ce probléme eft trés remar-
quable: car au lieu que dans lescurres problémes de cette efpece, o |l
s'agit des courbes algébriques qui leur fatisfont, il faur rendre abfolu-
ment intéerables quelques formules difierentielles ; ce probléme exi-
ge, qu’une formule différentielle devienne intégrale par les loga-
rithmes, & cerre circonftance demande une adreflfe rour particu-
liere dans le calcul.  J'ai bien donné autrefois des régles, par le mo-
yen desquelles on peut rendre intégrables des formules différentielles
indérerminées ; mais ces régles ne nous prérent aucun fecours dans
la recherche des courbes alpcébriques, qui fatisfont & ce probléme,
I! faur qufli remarquer, que lorsqu’il entre dans l'intégrale 'angle @
méme , non feulement la courbe ne devient pas algébrique, maig
elle ne remplira pas duément les conditions du probléms; parce qua
chaque angle ACM— @, la droite CM — = obticndra une infi-
nité de valeurs différentes, ou bien chaque droite menée par le point
C coupera la courbe dans une infinité de points, ce qui et contraire
i l'enoncé du probléme. Deld il faur conclure, que les courbes al-
gébriques font proprement celles, qui fatisfont au probiéme: & par-
tant fa folution demande principalement des courbes algébriques, dont
la recherche eft par conféquent rrés effentielle 3 la folution de ce pro-
bidme. Or, puisqu'il eft impoflible de donner une folution générale,
qui genferme toutes les courbes algébriques ; il faur fe contenter des
folutions particulieres, dont je m'en vais déveloper les principales.

PROBLEME PARTICULIER.
Trouver des courbes algélrigues , qui futisfuffint au probléme
précedant, on telles, qu’ayant wené par le point fixe C, des dros-
Aa 2 tes
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tes guelcongues M C N, elles coupent la cowrbe en forte en dewx
points M & Ny gue les tangentes MT & NT tirdes d ces points,
fulleut entr’elles en T un angle droit.

. SoruvTi10N

. . I n F il
Soir dans la folurion générale L o, A=1, & — =1,
v i
pour avoir cette équarion
ds d @ in
L2 =y LOIN0
% 1 = cof @
dont lintégrale prile par les logarithmes, fera
s == ilad: It srp).
De I3 on tircra deux courbes, f2lon que 71—+ cof®) oft o, ou
par le figne -~ , ou par — : mais 'smbiguité =+ cof @ ne don-

nz pas des courbes dificrentes , ¢'ou il fuilic de prendre <= cof Q.
Examinons {éparément ces deux courbes.

1. Courde. Que I(1-—cof@) ait le figne —, & en mon-

tant des logarithmes aux nombres, on aura:

@
6 = ————r—, Ol S=——r—g
1—+col@’ :
d caufe de scofl @ — . Ayant donc s —=as— 2, en prenant

les quarrés, & caufe de 25 — xx -3y, on trouvera:
yy—aa—n2ax, o0 yy=z2a(la—ux),
d'oli I'on veit que la courbe elt une parabole, dont e parametfe eft
— 24, & que le peint C fe trouve dans fon foyer.  Savoir la pa-
rabole MAN a ceire proprigié, que merant par fon fover C une
droite quelconque M C N, les rangerres MT & NT rirdes aux
points M & N fafltor en T wn angle droit.  Et pofant depuis I'axe
AC lAngle ACM =@ & CM — =, le parametre de la parabole
érant
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T ; = it S T —
érant = 24, il y aura 3 = -|-(;uf¢l_-CM & CNZ !--Lufm]

de plus ayant tiré 4 Paxe CA la perpendiculaire MP =y, &
pofmtc CP =« deforreque AP =47 —x, on aura
yyv=aa(da—2x)=2a. AP, comme il eft clair de la narure
de !z parabole, & 1'angle CMT eft roujours le complément de la
meitié de P'angle ACM.

a. Cowrbe. Soit maintenant &=« (1=—col), qui réfuite de
__1—cof@®@ __ fin@
= i@ T 1+4col

re courbe I‘mgfe CMT eft partour la moirié de I'angie ACM. Puis-

—ung i@, d'otl'on voir gue dans cer-

que cof !p._,.. — , ON QUra 22 " AS=ax, ol xx4 )y tax = ayV (xa+yy)

& partant cerre équation du quatriéme ordre (v 41102 L2ox(er L9V =
aayy, dol I'on peut voir, que cette courbe elt iepicycloide décrite,
lorsque lecercie mobiie eft égal 4 Funmobiie, dunt le point dz2 sebrous-
fement rient lien du point five C.  Mais la nature de la courbe & fa
conftrultion fe tirent plus ailémenr de I'équation 3 = (1=</P). Dot
Vor veit que pofant M'angle ACM =@, ilya CM—a{1—col®)
& CN = a(1+col@), deforte que toutes les lignes MCN ricées
par lg point C fonr égales entrelles & — C B,

iI. SorLutTi1on
L u—. m-n-. . k |
Qu’il demeure S =0 & — — ¥, mais qulon prenne poar

A un nombre impair quelconque : de forte qu'en air,
dz ﬂ’@' fin @ ds d@PinA @
o = ——coln D’ o ':T_+I—«cu*h$’
& l'une & Tautre formule fournira une infinité de murhf:s aloébri-
ques, <dont nous examuinerons les principales propriéiés.
Aa 3 1. Car.

Fi
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. ds __ dQlin) O S
1. Cas. Soir donc = — = T colh D’ & ['intégra-
tion donne /s —/—= la — lh.’(:-—}-cnl'h.m}, & partant
A
S u bien z— 2
" — 14cofl @’ ¢ =
V (1 +cof0.D)
Prenons A — 3, de forte que nous ayons = — o
’ d l}fI—f-cnfj".m
& pour les différentes valeurs de I'angle @ nous aurons :
i Q= o ; r..:‘a:% i @= 90°; a =«
=307 B==2 P=120°; m:;:
—60%; s —w P—1350°; sa—a
P =90%; s =3¢ P—180°; s—w

D'olt Ton voit que cette courbe a trois afymtores Ca, Ce, Cf,
qui fe croifent & angles égaux au point C, & trois branches éga-
les, eAa, eE¢, & {F¢.

Par 13 on comprend, que {i 1’on metroit A = 5, la courbe
auroit cing afymrotes, & autant de branches égales & femblables, ce
qui s"¢étend 4 rous les autres nombres impairs pofés pour A.  Au
refte i A = 3, la courbe fera du 6m¢ ordre, i A — 5, du rome
& en général elle fera de Pordre 2. Le cas précedent de la pa-
rabole y eft aufli compris en pofant A — 1 ; mais dans ce cas Ia
courbe n’a pas des branches afymrotiques, comme dans les autres cas,
ol A elt un nombre impair plus grand que I'unité,

De
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De ces courbes il faur aufli remarquer, que puisque

2d D |+Lﬂf?¢l
T =T e —cot 2.0, il yaura CMT=g0° -3 0],

ou CMT = go® —-;.:"L(I:"-I

i d@ fin 1
2. Cas.  Soit maintenant — — -} g I["l'l}: & on aura
% 1—col P
aprés lintégration :
[

s = /a —1——If(:—cnf?¢'), ou 2 — a¥ (1—colr@).

Pofons A — 3, de forre que s — ay) (1—col3®), & nous aurons
pour les différentes valeurs de I'angle @ :

fi T=pfy BImO i P—ogo®; w=a

S ¢ ol B B @=1230; s—o0
@—6o; s—aya P—150; s—a
P—o9g0; z—a Q—180; z=—aya

Certe courbe fera donc compolée de trois fevilles égales & fembla-
bles, comme elles font repréfentées dans la § m¢ Figure , collées au

point fixe C. Lt fi 'on pofe 2 ——= § ou 2 == 7, on aura des cour-
bes formées de 5 ou 7 fevilles aulli femblables entr'elles.  Er par-

tant ce cas fournit aulli une infinité de courbes algébriques, quifa-
tisfonr au probléme. Puisque dans I'application de ces courbes on a

sd@ 1—col AD = -
e = Toag o — WM
on voir qu'll y aura towjours CMT:—?&CM, & dans le cas de

AN—23, langle CMT—3ACM. Pourcecias . =3, fi 'on
introduit les cosrdonnées x — scol@ & y—= fin @, on aura

58 T a3sd —— a%xd - g0t yy &
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& certe équarion érant reduite & la rationalité, & caufe de sz — 14 W
montera au 12me degré.  D’od l'opn conclut aifément, que merrant
pour A unnombre impair quelconque, la courbe fera du 4A me ordre.

IIl. SorvT1o0MN

Tant que nous pofons %: O, NOUS Ne POUrrons pas trou-

ver daurres cas, qui cenduifent & des courbes algébriques, & il eft
évident par la forme des différentiels logarithmiques, que 1'un &

m ; W
I'autre expofant — & % ne fauroient recevoir d'aurre valeur gue
e

I'unité. D’ol nous surons cerre équation 4 confidérer
ds __ fin2. @ P—Q
7 — 90RO

ol P doit étre une fonélion paire, Q_impaire de fin @ & col @
& A un nombre impair. Soit donc d’sbord A =1, P—=1, &

Q —=m col @, de forre que nous ayons :
dz fin 1— mcofl @
?:iw‘:q—im "1 —mcolpy
Concevons que ce multiplicateur de =+d @, fe réfolve en ces deux
_alimp | Efing
i—4-colp ' 1-4—mclp’
finp— mn@colp —alinP—-Efin@ —— (E+am) finpcolp
& partant a+4+6=1 & E—4am——m, donc :
mo——1 -2 m

& 6= ——.

L —m I—m

& il faur quil foir

parties :

a(m=1)==m-1 & @=

De li nous obriendrons :
s __ (m—4=1)dpin® 2mdQlng
£ (1—m) = I==col 1~z col
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& en prenant les intégrales:
m—-|

(1w 1) I = [ (1= c0fQ) =/ (1~-meol D)2,
L gim= T o(bmedl@)F -y (ko) e
(14 cof P )1+m G mcolp)?

& puisque I'on peur prendre pour m tour nombre poffible, ces deux
équarions fourniffent une infinité de folurions farisfaifantes par des
courbes algébriques. On voir d'sbord que fi 'on merroic m—-—1,
on tomberoit dans la premiére folution, & que le cas m —1 ne
meneroit 4 rien.  Dévelopons donc quelquesuns des plus fimples cas :

Ces 1. Soit m— 2, & . on aura:

;] 2o (1—-col@)® 5 2 — (1——2 colp)®
" a7 (1==zcolp)® ’ a4 (1—=colp) ?

d'oll pour differentes valeurs de I’angle @, on tirera:

I II.

i p—= o5 g:.gnv B o= o;3=fa
Q= 30% m:?+:'5 34 Q= 3°°% s=16(7—4V 3

P— 60° =" 3%fa

m—— G —3:-
@ 607 2”354

=N s B P= 50°% = @«

P—i120°% s "wna Pp=120% s =oua

——o. . T—4V3 i e
—1§0% a=———4 O=150°% s=16(74+4V 3

—180° s=—oa P—=180% s =" va
Bb La

Mém, de Tdcad, Tom. X,
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La courbe, qui répond 4 la premiere formule, auta donc la forme re-
prefentée dans la 6me figare , & eft compofée de deux branches
EAE & yCy, qui concourent avec les sfymprores Cr & Cr ms
clinées 4 I'axe CB de 60 degrés: & la branche yCy 2 un point de
tebroulfement dans le peint C.

Or la courbe qui répond a 'autre cas, eft repréfentée dans la
wme Figure. Elle a d'abord une feuille ADCD A fermée au point
fixe C, ol concourent deux points de rebrouflbment, dont les ran-
eentes font inclinées a 'axe CB d’un angle de 60° de parr & d'au-
tres : & de l& partent deux branches paraboliques CE & CE,
gui s’ éloignent 4 I'infini.

En pofant scoflp ==, on aura les équations fuivantes :
I st—4—gxa?d—yxrss—"asdi4—3arvas——zarrs—=axd,

II. 3° 4—3x33—}= 33X 2032 ~=4aXG = gaxx,

entre les coordonnées x & ¥ la premiére montera su huitiéme, &
lautre au fixiéme degré.

Cas. 2. Soit m— 3, & on aura:

a*(1—=colP)* I ﬂ_.ﬁf:—l—gmfm)'
{r—}—gmf@j ’ = (1—calp)t

qui en extrayant la racine quarrée fe réduifent 4 :

L a(i—cofg) Lo a(i—-3cofp)
— 1e==j3colpp '’ R (I—i—ﬂﬂfib)“ '

La premiere de ces courbes eft repréfentée dans Ta gme figure,
gui elt compofée de deux branchés EA E & yCy, qui concou-
rent avec les alymtotes ce, ce inclinées & 'axe AB d’un angle
70%, 327%, domt le cofinus eft — §: & la dernicre branche !;"L'}r
a un point de rebrouffement au point C.

I ¥ =

Lhau-
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L' autre courbe eft repréfentée dans la gme Figure & it formée Fig. o,
d’un rrair conting LCDADCE, done les branches CE, CE éten-
dugs 4 I’infini font paraboliques.

€2r. 3. Soit m—3, & nod deux éqguations feront

I V fl—l-r‘-‘ﬂrﬁ'.'l'}’ L v? = (1+_tnfm}’}'
{l—l—mfﬂ?ﬁ n (1——4 colp)?
ou prenant les quarrés
”fl—lﬂi:nf@)* A a(r —|—mf¢:13
(1—4=colp)? ° — (14-tcolp)*’
:uxque]les répond la tangente de I"angle CM T
 pCteof@Crticole) o (rdcol@)(rticofp)
U= G (1—fcolp) Jc inp(1—§colp)
Ces deux.conrhes font plus: reguliéres que les précedentes, la pre-

miere {_Txg 10.) érant femblable & une parabole, & Fautre (¥Fig.11.)
i une épicycloide.

I. &8 =

IV. SorvrTiI1oN

La folution precédente fera portée & une plus grande généra-
lité en menanr fin 2D & colAP, avn lieu de fin P& col @, ol A
marque un nombre impair quelconque. Pofons done :

ds fin ?"~.$ 1 —mnﬂr?k.lb
S 1-+—-¢:qu~.® "1 —=mcol\(’
& cette équanun fe reduira a ceme forme :
(#i-i-:}a’-‘,':r ﬁnhm 2md® in \p

+f1_ ) . 1-.-|.-::nfh$ 1——m col A’
dant |’intégrale fe trouve :
+ (=) 12 =21 (14 cofng) 31 (1 pmeolng),

T, Bb 2 dot
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d’ol I’on tire les deux équations fuivantes :

2 ! m+ 1
M 1—am) N(1~m)
i Gy (14 colA@) | I e a.{l +cofng)
m4 1 2
(14 coln m}MI i {:-{-mmﬁ.tp}h(l =)

Et la tangente de Iangle CM T fera pour ces deux cas:
(14colA@) (14 meofr@) I p— (1 +cnl'h¢a){:+mmfh¢)

finn@.(1—mcolng) * 0 T . finAQ.(1—mcolA®)
d’oli I'on peut tirer encore une plus grande infinit¢ de courbes algé-
briques, qui fatisfont au probléme ; puisquil y a ici deux nombres
N & m, qu’on peut prendre i volonté , celui-cy m fans aucune
reftrition , mais celui-li A ne fauroit marquer que des nombres
impairs entiers. Il ne fera pas aufli difficile de tracer & pev prds
la figure de ces courbes.

V. SorLvT1i1om

Pour rendre ces folutions encore plus générales, je remarque qu'an

, 1—mcol
lieu d’'un faétenr T ::nl*;p

qu'on veur de la méme forme’, fans que I’intégration par les |-ﬁgﬁ-
rithmes en foit troublée. Or pour en rendre Fopératon plus évi-
dente , je metrrai pour m des frations , & prenant #, #, p, g,
pour des nombres quelconques, foir

do 1 mAcolp ntdcolp pteolp
+_'_ —=dphng :—m_f:p'm—cnfm'u—mfér'p-—cu[_ﬁ

, on y peut ajourer aurant d’autres

& qu'on drwe]npe cette fraftion compofée en des fraétions fimples,
felon la méthode que j'ai enfeignée en regardant cof @ comme une
{imple variable.

Qu'on
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Qu'on’ pofe pour sbréger felon cette méthode :
(mor) (1) (1) o

(=) (—) — °
2m_(1—pm)(p4-m) _

(1—m)(n—m) (p—m) —
an_(mon) (pem)

(1i—u) (m—n) (p—n) —
2p (m—=p)(2——p) — 3

(x—p) (m—p) (n—p)
& notre équation fe réfoudra dans cerre forme:
dx __ed@pfing | Ed@pfing , yd@fing , dJpfing

.

L S amclp T mecolp | a—colp | p=col®’
dont I'intégrale eft

.:_ ou .E.-:fr-—cuf@)m(m-—:nl’{p}g{ﬁ-cnﬁpj?{p_—-mf@i’.
VI. SoLvTIioN

On pent rendre cene folution encore plus générale en intro-
duifant I'angle multiple A@ au lien du fimple @, ol A marque un
nombre impair. Car alors en prenant pour m, », p, ¢, &c. des
nombres quelconques , les conditions du probléme feront aufli rem--
plies par cette €quation :

J_, 1 m+cofAND ntcolhD ptcolng g+colhg
—r.."r;p finAD- -
1—colA® "m—cof A " n—col A p—colhp f—cni"w
Or ce produit de fraftions eft aufli réfoluble en des fractions fimples,
dont chacune eft un différentiel iogarichmique : car en pofant v pour
col A , on fair, que cette frackion :

r (m=v) (n-rv) (p—=v) (g—v)
(1—1)(w——v ) (n—=v) (p—v) (g—uv)’
Bb 3 puis-
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puisque la variable v & moins de dimenfions dans lé numérdreur que
dans le dénominareur, eft réfoluble en ces frations fimples

a 1 E = y 4 | "

1 . 1 ; .

dont les numérateurs ont les valeurs [uivantes :

(m—=1) (n==1) (p—=1) (g4=1)

® (m—1) (n=—1) (p—1) (§—1)
g — 2m  (a—t=m) (p—tm) (g—t=m)
— (:—m}{r:—-—mjip__uj{?__m}
y = 2n (m—=n)(p—t=n)(g—+-n)
= (t—n)(m—m) (p—n)(g—n)
P 2p (m—-p)(r—-p)(g—+p)
— (1r—p) (m——p) (p——p ) (7—Pp)
¢ = : 29 (ma-q)(n—t-q)(p+1)

(— ) (m—1) (—g) (P—1)
Done, fi nous remettons cof A @ pour v, & que nous multiplions
toutes ces fraftions par J@finAQ , noud aurons :

ds__ adplinh® | Qa’@i&@ 1 w’q)r_mup | Jdbﬁn@f e “?@_ﬁf rD

2 —1—colhD | m=cofh® ' n-colAQ ' p—coltp ' g—colAg
dont 1'intégrale eft :

" E_ ¥ i .

= ? —(1=cofn @n}‘(n- cof ?@jh(n-cuf Mp}l( p—cofl hiﬁj?%@-cnfhgaf’

— ou —
* % . ‘
de forte que nons ayons une double équation algébrique, dont I'une
& I'autre fournit une infinité infinie de courbes algebriques : puis-

que non feulement les quantités m, #, p, ¢ lont arbitraires, mais
que leur nombre. peut, <tre augmenté & volonté.

Rs.
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ReEwmaroquE

La folution de ce probléme, que je viens de trouver, eft fi gé.
nérale qu'il 0’y a point de doute, que routes les folutions poffibles n'y
foient comprifes: ce qui eft d'autant plus remarquable, que la nat-
re du probléme fembloir d’sbord promertre un petit nombre de cour-
bes algébriques, & caufe de la fingularité, quavant que d'y arriver
il faloir paller par une équation logarithmique. Or nous venons de
voir que cette méme circonftance nous a conduir 4 certe incompré-
henfible infinité de folutions algébriques , qui furpafle bien loin la
mulritude des folurions, qu'on trouve pour d’aurres problémes indé-
terminés de méme genre, ol il s'agit des folutions algébriques, &
auxquels on peut appliquer la méthode, que j’ai donnée aurrefois
pour cetre fin. Le probléme mérite donc & cetr égard route 17at-
tention poflible, & il n’y a point de doure, que fa conlidération ne
conduife & quantité d'autres belles recherches.
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