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PRINCIPES

DE LA TRIGONOMETRIE SPHERIQUE
TIRES DE LA METHODE DES PLUS GRANDS
ET PLUS PETITS.

paArR M. EULER.

Puisqu'nn fair que les arcs de grands cercles, tirés fur la furface d’une

{phére, repréfentent le plus court chemin d'un point & I'autre, un
wriangle fphérique pourra étre défini en forre, que rrois pmr:-rg étant
donnés fur une furface phérique, fi 'on y trace d’un point i |'autre
le plus court chemin, i':l'pan:c renfermé entre ces trois points foir un
triangle fphérique. Donc, parce que les cdrés d'un triangle fphérique
font les lignes les plus petites, qu'on peut tirer d’'un angle a 'aurre,
la méthode des plus grands & plus perits pourra érre employée 4 dé-
terminer les corés d'un rriangle fphérique ; & de l4 on pourra enfuite
trouver le rapport, qui fubfifte entre les angles & les cirés ; & c'elt
en quoi confifte la Trigonomérrie fphérique.  Car les trois points, ol
{e trouvent les angles, détermineront par li, ranr les trois corés que
les trois angles: & ces fix chofes auront roujours un rel rapport entr'el-
les, que trois quelconques €rant connués, on en puifle déterminer les

[rois autres.

C'eft donc une propriété, que les triangles {phériques ont commu.-
ne avec les triangles plans, qui font 'objer de la Trigonométrie élé.
mentaire. Car, comme un triangle plan eft Vefpace renfermé entre
trois points marqués fur un plan, lorsqu’on tire de I'un & 'aurre I ligne

la plus courte, qui eft fur le plan une ligne droite ; de méme un tri-
angle
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angle fphérique eft 'efpace renfermé entre trois points marquss fur
une furface fphérique, lorsqu'on joint ces trois points par les ignes
les plus courtes, qu'on fauroir rirer de I'un 4 autre fur la méme furface.
Or il eft clair qu'un rriangle fphérique fe change dans un triangle plan,
lorsque le rayon de la fphére devient infiniment grand; artendu qu'u-
ae furfice plane peut-érre regardée comme la furface d'une {phére infi-
niment grande.

On m'objeftera fans doute, que c’eft aller contre les régles de la
méthode, que de vouloir employer le calcul des plusgrands & plus pe-
tits pour établir les fondemens de la Trigonomérrie fphérique; outre
qu’il paroit inutile de les rirer encore d'autres principes, puisque ceux
dont on s’e(t fervi jusquici, fonr fondés fur la Geomérrie élémentaire,
dont la rigueur ferr de régle a toures les autres parties des Marhéma-
tiques. Mais d'abord je remarque, que la méthode des plus grands &
plus petits en acquiert quafi un nouveau luftre, quand je ferai voir,
qu'elle feule nous peut conduire i la réfolurion des rriangles fphéri
ques; & enfuire il eft roujours urile de parvenir par des roures diffe-
rentes aux mémes vérités, puisque notre efprit ne manque pas d’en tirer
de nouveaux éclairciffemens.

Mais je puis outre cela avancer, que la méthode des plus grands
& plus petits elt beaucoup plus générale que la méthode ordinaire.
Car celle-cy fe borne aux triangles formés fur des furfaces, ou planes,
ou fphériques, au licu que I'autre s'érend également @ des furfaces
quelconques.  Ainfi, fi 'on demandoit la nature des triangles formés
fur des furfaces fphéroidiques, ou conoidiques, dont les cotés feroient
les lignes les plus perites, qu'on peur tirer d'un angle 4 Pautre; la mé-
thode.ordinaire ne feroit pas propre pour cette recherche : mais il fau-
droit abfolument recourir & la méthode des plus grands & plus perirs,
fans laguelle on ne feroit pas méme en étar de connoitre les lignes les
plus courtes, qui formeroient les ¢cotés de ces triangles.

On comprend de ld, que cerre recherche pourroir bien devenir
d’une grande imporrance ; car lafurface dela Terre n’étant point fphé-

rigue,
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rique . mais {phéroidique, un triangle formé fur la furtace de la Terre
apartiendra a I'efpece, donr je viens de parler.  Pour voir cela, on n'a
qu'a s'imaginer trois points fur la furface de la Terre, qui foient joints
par le plus court chemin, qu'il y a de I'un a 'autre ; ou qui feroir for-
mé par une corde rendué de I'un & V'sutre: car ceft ainfi qu'on doit
fe repréfenter les triangles, qu'on forme par les opérations faites pour
la mefure de la Terre. 1l elt bien vrai qu'on regarde ordinairement
ces rriangles comme plans & reétilignes, & c'eft déja bien de 'accu-
rarefle, quand on les calcule fur le pied des triangles {phériques.  Mais
{i 'on parvenoir i faire ces rriangles beaucoup plus grands, & quon
en voulut faire le calcul avec route la précifion pollible, on feroir
fans doute réduit 4 rechercher lavéritable narure de ces triangles, dont
on ne fauroit venir & bour fans recourir 4 la méthode des plus grands

& des plus perirs.

Ayant donc fait voir l'importance de cerre méthode dans le fujet
dont il s'agir, il ne fera pes mal i propos d'appliguer cetre mérhode
a la réfolurion des riangles fphériques 3 puisque d’un cOré cetre re-
cherche fervira de bale & de modéle pour la rélolution des triangles
formes fur une furface fpéroidique quelconque : & d'un autre coré
elle nous fournira des éclaircilfemens confidérables, tane fur la Trigo-
nometrie fphérique méme que fur la mérhede des plus grands & pius
petits, dont on connoirra de plus en plus mieux Pérendué & le grand
ufage. Car, depuis qu'on a montré que la pliiparr des problémes mé.
chaniques & phyfiques fe réfolvent fort promrement par le moyen de
cette methode, il ne fauroir érre que trés agréable de voir, que fa
méme méthode apporte un fi grand fecours pour la réfolution des pro-
blémes de la pure Géometrie.

Pour commencer cetre recherche d'une maniere, qu'elle s'étende
éoralement 4 la fphére & & un fphéroide quelconque, je regarde d'abord
deux points oppofés de la fphére comme fes poles, & le grand cer-
cle, qui en eft Calement loigné, repréfencera I'équareur, & les lignes

Mem, de FAcad. Tom. 1X. FE les
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les plus courtes tirées d'un pole a chaque point de I'équateur repré.
{fenteront des méridiens, qui font perpendiculaires a Péquareur. Or
quand il s'agir de la [phére, on pourra regarder chaque coré d'un
triangle {phérique comme faifant partic de I'équareur, & quand le tri-
angle eft reétangle, on pourra toujours envifager I'un des cdrés, qui
forment I'angle droir, comme une portion de P'équarcur , & ['aurre
cOté comme une portion d’'un méridien, puisqu'on peut prendre les
deux poles & volonté ; mais il n'en fera pas de méme, dés que la fur
face n’eft plus fphérique, mais {phéroidique. Cependant je ne parle-
rai ici que des furfaces {phériques , me refervant les fphéroidiques
pour un autre Mémoire.

PROBLEME L
1. Etant donnés fir I squatewr AB Dare AP, & fur un meé

" yidien CP Parc P M, trowver fur la furfitce [phévigue la plus courte

figne AM, gu'on puilfe tiver du point A au point M.

SOLUTTI ON.

Pofant le demi-diametre de la fphére — 1, foir I'arc de I'équa-
teur AP — x, & l'arc du méridien PM —y. Soit de plus I'arc
cherché AM— s, qu'on prolonge infiniment peu en m, de force
que Mm —ds, & quon tire par = le méridien Omp, & I'élé-
ment M#, quiy foir perpendiculaire. Cela pofé, on aura Pp—dx,
& mn—dy; & puisque Pp elt 3 Mn, comme le finus toral 1
au finus de l'arc OM, ou au cofinus de PM — y, on aura
Mn = dxcoly: & le wiangle Mnzm & #» reftangle fournira

Mm=—ds=V (dy®* 4= dx*cofy?), & partant
AM —=s=/V (dy* —dx?coly? ).
11 S'agir donc de trouver un el rapport entre « & ¥, que fi on-leur
donne des valeurs dérerminées comme AP & PM, la valeur de

Vintégrale SV (dy?* 4—=dx? coly? ) devienne la plus petite,
qu'il
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au'll foir poflible.  Pour cer effer pofons dy = pdx, pour réduire
cetre intégrale 3 cette forme SdxV (pp—t-cofy?); & pus
que j'ai démontré que lorsque la formule intégrale [ dx, ol Z elt
telle fonctionde x, y, & p, que dZ = Mdr—4-Ndy4-Pdp,
doic devenir un plus grand ou plus petit, cela arrive par cette équation
Ndr—dP—o. Donc, faifant l'application & notre cas, nous aurcns

— . 2 — ..!ff:f fn} cofy | pap
4 =V (pp+coly?), donc dZ= VG feoly®) - V(pp+¢Di}’}’

rn.}rcﬂ-&_ & p—
V(prteoly?)’ = T W( FFerf"")
Or puisque M—o, & partant 47 —=Ndy—-Pdp, muliplions
I'équation Ndax—dP —=o par p, qui i caufe de dy —=pdx
deviendra Ndy —pdP =0, ou Ndy =pdP, & ceue valeur
érant fubftiruée pour Ndy donnera dZ — pn’P—-]—Pa'p, dont ['in-

& partant M—o, N—=-

tégrale eft Z—=Pp4C, oubien V(pgp+ch?)= "Vf,t,c’-i-cl'} }+

qui fe réduic 4 col y* = CV(pp—4—=coly*) ; d’ol 'on tire

CCpp—coly? (coly* = CC), ou p= fi! . — Eﬂhy{mg’ =e8] A

Ainfi le rapport entre x & y eft rt:nﬂ:rmé dans cette équation diffe-
rentielle feparée :
Cdy
colyV(coly* —CC)’
dx coly*

ls—dxV (pp —=-coly?) = T done

2 — dy cof y
— ¥(coly*-CC)’

& de li on obtiendra :

dax —

dy col
& Parc méme s — fo'ug'F;Dﬁjé ok

Ff 2 co-
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COROLL I.

Cd: ’
2. Donc Péquation Ja—=— J exprime

coly V{:ui y3i—-CC)°

a nature de ia ligne AN, qui a ceite propriéié, qu’en prenant une
FHFLIL. que'-.mlf.]lm, elle fm: la higne la ]:-]l*u courte qu'on puiffe tirer
entre fes termes fur une furface iphérique.  Or. que cerre ligne foit
en méme tems un grand cercle de la fphére, je I'ai démontré ailleurs ; :
& i il n 1mp:::-rre pas a notre deflin, quel rapport cetre ligne 4 la
{phére ; pourva que nous fachions qu'elle eft la plus courte entre

fes termes.
COROLL 2.

_ Cdy
3. Ayant trouvé ‘fx—ﬂﬂi:}’V(Cﬂr_}'ﬂ—CCJ} nous aurons
_ . Cdy M»
Mn=—dx mr?'_‘i/(uufﬁ —cc)’ Or o exprime la tangrente de
I'angle AMP, & partant nous aurons: tang AMP — 7 {cu[;:_ <o’
dycofy M
lus ay: ol s e — X~
De plusayant Mm—ds Vicoly?~CC)’ la fradtion N
prime le finus de I'angle AMP, de forte que fin AMP — c(;.y &
fy2—CC
cof AMP = L2107 —CC).
Luf}r

CoROLL 3J.
4. Deplus polant y=—=o, le point M parviendra en A, &alors

d
Ia frattion ‘-{% exprimera latangente de'angle PAM, & 5{ {on finus,

d.
& - fon cofinus. Or ayant alors coly =, il fera de= ¥( E{EEJ

ds
&
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d " V 1—CC
S JF_V([—FFCJ + d'oti nous tirons tang PAM =—= (—C—‘} 3

fin PAM =V (1-CC) & cofl PAM—=C.

COROBL 4.

5. Done, {i nous introduifons cet angle PAM au lieu de la
conftante C, & que nous pofions PAM = ¢, 4 caufe de C=col'{,
nous aurons, les deux ¢quations fuivantes :

dy cofl ¢ B i dy cofly
coly ¥/ (coly? —col {*) iy V[Eﬂfy* il mfg")
Er de plus fi nous nommons I'angle AMP —= 8, nous aurons :
cof col Vicoly? =col¢?
tang H:V{:Lf}’ —gig"} {in ﬂ"“‘ f & coff=1¢ :}ul'f ),

COROLL §.

dx =

6. 1l refte encore i intégrer nos deux équarions differentiel-
les, qui expriment les valeurs de do & de s, Or on trouvera

par Iintégrarion :

~ Cfiny : _ Cfliny __coféfiny
r—Afin: = }'VI:I[_:EE , ou bien fin ”*E}-y(:uc{:‘; = fageoly’
¥(cly*-CC) V(cly*-CC) __ V/(cly?- -:1'5"'*
V(1-CC) V(a-CC) — fing

&s—Acl ;oubien ¢fs—

COROLL 6.

7. Voili donc des quantités ¢ & y les autres quanricés
X, ¢ & § dérerminées en forte
IF'f 3 fin
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Ry V(e —el) _cof ¢finy _
__finy __V(ely2—cl¢2) fin y

ﬁﬂ | e EE‘{: cﬂr-r — ﬁ“ ;", & :mg 5 p— V(‘:EI" hff’ij
__cofé __V(clyr=cld*) . cof¢

COROLL. 7

8. Puisqu’il n’y a que cerre feule formule irrationnelle

V(cof. _}r*—mf ¢*), qui entre dans nos équarions trouvées , en
I'eliminant, nous obtiendrons :

gg:mfj; z%g: fin ¢ E}E:%i

::Eg': col &; EE——;: fin y; %::Z% :% ;

finy— ggfgg colx tang s — ¢ f;c_: 5 cof x tang f = - 3{%
cof s tang & :m:;i ?I'}.; fin —r"% cof s tang b = ;:i_::ig;
col frang x:ii%l%}r ; col f tang $ = :{i RS (T e zj‘f

COROLL. B.

0. Ayantici cing quantitds x, y, 5, ¢ & B, qui appartien-
nent au triangle fphérique reftangle APM, prenons des égalicés trou-
vées celles, qui n'en renferment que trois, qui feront étanr réduires
4 la plus limple forme :

I. cof
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L cols = cofxcofly; IL cofl=findelx; ML tgxr —colrgs;
IV. angxr—=finytgh; V. gy—hhxrg¢; VIfiny="{indfins;
Vil.colstang gl =1; VIILtgy=colfigs; IX.col¢=finbcofy.
d’ou, érant donnés deux quelconques, on en pourra trouver les trois au-
res, fans qu'on ait befoin d'extrallion de racines, pourvu qu'on y

ajoure certe dixidme: X.finxy =(in@flins, qui fuir dabord des
trois premiéres formules 4 la gauche du §. 6.

PROBLEME |IL

10. Expofer les végles, pour la réfolution de tous les cas des
triangles reflangles [phérigues.

SOLUTTION.

Soient les angles marqués par A, B, C, dont celui-cy C foit
le droit, & les cOtés par les petites lettres @, #, ¢, qui répondent
aux angles oppofés, de forte que ¢ foit 'hypotenufe, & a, & & les
cathetes,  Comparant donc ce rriangle avec la figure précedente,
nous aurons :

=y w=bp vy ¢—A & #=B.

Maintenant rout revient 4 ce que deux de ces cing quantités éeant
données , on en dérermine les trois autres : or les formules rappor-
tées fourniront les réfolurions fuivantes pour tous les cas poffibles.

Les

Fig. 1,



Les =, quanti-
tés donndes,

. a,?l
iU, a, ¢
L. &, ¢
IV. a, A
V. &,B
VL 5, A
VIL ,DB
VIilL. ¢, A
IX. ¢,B
X. A,B

g 23r 4%

Détermination des trois autrts,

_ _ i -
cole =cofa.cold ; tgA— oo Tt igB—
[

colp—— + fnA— fita s of B —
col a fin ¢

cofe=—20¢_ . = ngd ; fnB —
cof & Tang ¢

tange .. fine .

fin b — el fin ¢ = e hB—

tagd —finatngB; rge = —:—F;— sebi =

taga—finlmgA; 1gec = l::?% el B—

rangﬁr - Hitid : -

fin a— el | finc— o inA—

fina—finc.finA ; wl=rtgccoflA ; eB—=

find—= fine.linB ; tga—rge.coflB ; g A=
col A col B

cofa— =5 b= B R cole—

COROLL I.

tang &
fin a

tang i

e rre—.

tang ¢
find

— .

fine¢

col A
col a

clalinD

cflfin A

col I3
tol &

1
cfe. iz A

T
cfe. g

11. De li il eft evident que le cbté a avec fon angle op-
ofé¢ A entre éonlement dans ces formules, que lautre cOré b avec
P = b

lon
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fon angle oppofé B, deforte qu’il eft indifferent, lequel des deux
cotés a & b on veuille prendre pour bale , tout comme la nature
du {ujet 'exice.

COROLL 2.

12. Le grand nombre des formules, qui expriment le rapport
entre les diverles parrics du triangle reétangle, fe réduir aux formu-
les fuivanres, donr le nombre eft plus peur, & qu'il fuffic de favoir
par caur.

fin « fin &
L fine— — fine= -
e fin A ou e fin B <

II. cofe — cofa col'd
. cof e —corA.cotB

IV. coflA— o ou cofB—= e ol
tang ¢ tang ¢
col B _ col A

V. finA— ) ou MnB—= oen
__ tangd __ tanga

VL fin a — — 1 oun findk— oA

COROLL 3.

13. On n'a donc quid remarquer ces fix formules, qui con-
tiennent autant de propriérés des miangles fphiviques redtangles; &
on fera en érat de réfotdre tous les cas de ces wiangles, qu'on puiffe
imaginer.

PROBLEME IIL
14. Tvonver laive d'un triangle fphévique vedangle.
SOLUTTION

Soir dans le triangle reftangle APM la bale AP —=x & le

coré PM — y, & avanr tié le méridien infiniment proche Qump,
Mim. de Pdead, Tom, IX. G g on

Fig. 1.
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onaura Pp—dx & mn—=dy. De plusayant Mn —dx coly,

Pélément de Pairve PMmp fera —= dxdy col'y, en prenant dx pour

conftant.  Donc Paire méme P Mmp fera = dx fin y, laquelle érant

le differentiel de I'aire du triangle APM, celle-cy fera = fdxfin y.
; - dy cof ¢

Or nous avons trouvé Jx — AV ool ol ) * ou ¢

marque 1'angle P AM, & partant ’aire du rtriangle fera =
_ dy finy cofl ¢
_"rmfy V(col y* —col¢?)’

AMP—=#; & dcaufe de fin§ = -:_ufg’ & colf—

Au licu de y introduifons 1”angle
V/(cofy*—cof¢?)

coly C{;r].-' !
__dycofl ¢finy _ dycoféfiny
nous aurons &9colf— oyt > done df— TV (clyr =l &)’

de forre que 'aire dutriangle cherchée devienne — /4§ — 6 ——Contt.
Pour affigner & cette conftante fa julte valeur, il faur confidérer, que
I'wire doic évanouir, lorsque le point M tombe en A, auquel cas I'an-
gle 8 devient — 90°—¢; donc il faur qu'il foit 9o°~ ¢4 Conlt —o,
& partant Conft = ¢ — 90°.  Par conléquent l'aire cherchée du
triangle APM fera = ¢ —— 08— 90°; ou bien I'excés de la fom-
me des deux angles PAM & AMP fur un angle droit exprimera
l'aire du tiangle APM.
COROLL T.

15. Donc la fomme des deux angles PAM & AMP eft tou-
jours plus grande qu'un angle droir, & 'excés eft d'autant plus grand,
plus I'aire du triangle fera grande.  Er un arc de grand cercle, mefure
de cer excés, érant multiplié par le rayon dela fphére donnera l'aire du
triangle {phérique. .

COROLL 2.

16. De i on déduira ailfémenr I'aire d’un triangle fphérique
quelconque : car, parce qu'un tel triangle fe peut réfoudre en deux tri-

an-
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angles rectangles, on trouvera fon aire, lorsqu’on multiplie I"excds
de la fomme de fes trois angles fur 180° par le rayon de la fphére.

PROBLEME 1V

17.  Swrla furfice d’une [phire étant domnés dewx points guel-
congues E & M, trowver la ligne la plus courte LM entre ces deux
points.

SOLUTION

Qu'on rire d'un des poles O & ces deux points les méridiens
OE & OM, donrt celui-cy foit regardé comme variable. Nom-
mons le méridien OL =a; OM—=x; & l'ingle EOM —= y.
De plus foit pour les quantités cherchées 1'are EM — ¢, I"angle
OEM—a, & l'angle OME — Q; qui fera variable avec les
quantirés x, y & s, tandis que ¢ & a demeurent invariables. Qu'on
tire le méridien infiniment proche O, auquel on tire de M la perpen-
diculsire Mn, & on aura ma — dx; langle MOm —dy, &
M#r = dy fin », prenant I'unité pour marquer le rayon de la fphére.

A 1 _r'i!?f_ﬁ'}'ﬁnx : __rf:"ﬁn_r
Deld nous aurons rg@__ﬁ = ou bien {in § = e
{
& col @ — ;—j Or ayant ds =V (dx* 4—dy* inx?), il faut que

cette formule SV (da?—=dy? (inx?) foit un minizswm.  Pour
cer  effer p[&runs :I‘r}r = P dx, pour avoir cette formule
fdxV (1——pplinx*) = fZdx i rendre la plus petite: de
forte que Z=V (1—=ppfinx?).  Oren giadral, fi Ton a
d7 — Mdx <= Ndy - Pdp, I'équation pour le minimum eft
Ndx — dP —o : donc faifant 'applicarion & notre cas, nous avons

: == p [ a? . ——
N—o; & PﬁF(:+pPEnx‘)' Mais 4 caufe de N —o,
notre équation fera 7P —o, & partant P — Conit. Par conféquent

Gg 2 : nous
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- auro p lin a2 ~¢, on dy fin x*
ol V(i-tpplina®) V(dxi—pdy*finx?) —
ceft & dire . h::a —fnxfin@®—=0C. Pour dérerminer cette

conftante il faur confidérer, que faifont évanouir l'angle EOM — y,
ildevienr y —ae, & P=—=180%—ea, ou Tin P —=fine; donc
dans ce cas nous avons lina fina — C.  Par conféquent la nature

J 2
du mrémimnm fournie 'équation : V(i ﬂ;}: fin %7) — finafina,

Mais, il faur encore intégrer I'équation différenticlle ; qui fe change en
Cdx
finx V (fin x* — CC)

dy fin x? dy fin x

& deliicaulfede &= ¢~ ©onauraencore ds = Vi i—CCY

Or on trouvera par les régles de 1’intégration :

. C coflx Ccola _
y=— A e so T A o —
. V(finx*—CC) | V(fina*—CC)

Asl v —to) T A 6y
V(finx>—CC) |, . V(fna*—CC) _
Vi—Cc) V(G—CC) —
col x ; col a
— A fin Vo—co) AﬁnV{:—-—-CC)
O les conftantes ajontées font telles, que failant y=—o0 & s o, il de-
vienne x¥—— a4- Mais les deux arcs de cercles érant réduirs en un don-

C cofa ¥ (fin x>~ CC)— C col xV/(fin ni—CC}

remettant C pour fin @ fin &:

celle-cy dy=—

.r:-—-h.ﬁ.i:ﬂf

meront: 254 fin (1—CC)finafinx
- colaV/ (fin x*— CC)—-col ¥¥/(fina®— GC]
r=Afn 1—CC d'ou
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d’oll nous rirons ces deux équations :
(1—~CC)finafin x finy == Ccola}/ (fin 5% - CC)—Ccol ¥V (fin2? CC)
(1—CC) fins = col a ¥ (finx* =CC) = cof x V¥ (fina? — CL).

Mais, en prenant les cofinus des angles y & s, nous aurnns:
(1=CC)finafinx coly =¥ {(fina*- CC) (finx*- CC)—4~CCcolacolx
{(1~CC) cof s =¥ (fina* — CC) (finx? — CC) —— cof 7 cof 4.

Et remertant pour C fa valeur fin o fin &, puisque
V (fina? —CC)—=-—finzcola

car nous regardons ici Mangle @ comme obtus, afin que I'angle @ foit
depuis le point E aiga ; parce que polant y —= o, langle @ devient
180° — &, dont le cofinus elt — cofl @ ; nous aurons :

(1—fina®fina?) finxfiny =finacola ¥ (fin x*—fina® fina?)
= fin & col & fin @ col &

(1—{ina® fina?) finxcoly ==—cofla )V (fin ¥* —fin a* fina?)
— fin @ cof @ fina® cofl &

(1—fina? fina?) fins = col e ¥V (fin ¥? — fin 4* {in a?)
——fin 2 col @ cofl =

(1——fina?fin a?) col s —=— fin a cola ¥V {finx? —fina? fina?)-

——cofl a cof x
auxquelles il fant gjouter finxr fin@ = finafina

€COROLL I.
18. Puisgue fina2fine — finx fin @, on aora:
V (finx? — fina® fina?) == —— fin x cofl Q.
Donc nos quarre formules feront :

I. (1—CC) fin y = fin & cof a# cof P —— cof a cof x fin @
I (1=CC)col y = = cofl & col @ —~ fina cof s cofl x fin

Gg 3 118
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I (1==CC) fin s = cof # finx cof @ —— fin a coflm cofl »
IV.(1—CC) cof s —=— fin a cof & fin x cof @ —— cof a cof x,
pofant pour abréger CC, au lieu de fina? fina?, ou de finx? fin Q2.

COROLL 2.

19. Ces quatre formules pcuvenr étre combinées en plufieurs
manieres differentes, d'oli 'on pourra déduire des formules plus lim-
ples. Dabord prenons L cof @ ——1IL fina cola, & nous aurons:

(1=CC)(colafny—4-macolacoly) =(cola® 4= fna?cfa?) cfxm @,

or cofa? ~Mma?cole*—1—1fna?fnae* —1=CC, d'oi nousrirons:

cola finy =4 fin & cof @ col y = cofl x fin P = ﬁ—-t:afl-:é?:_

ou tang x finy - tang @ tang x col @ col y —= rang a fin 4.
COROLL 3.
20. Faifons cette combinaifon Lfinecola—=1I1 cle, pour aveir
(1—CC)(fina cofafin y - cofa coly) = (fina* cola? = col 02 ) col @

= (""_" CC:J -E'U'r¢ 3
d'oli nous tirons en divifant par 1—CC

fin & col @ fin y — cof & col y = col P.

COROLL:, 4

at. Lacombinaifon ILfinxy—IIL fine donne
(1—CC) (finxfiny — finafins) = o, ou bien
finx finy —fineafins, dodicawfede finxfin @ = finafineg,
ontire finafiny="{inQlins, oubien cette proportion :

fina:fin@=finx:lna=fins:finy.
‘o
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COROLL §.

22, Cette combinaifon I.finacoflafinae =4=T1V.finxcola donne

(1=CC) (lnaclafnx fn y+ fnw clacls) = efx (faa cfa?nr Q4 cfa?)
Ord caufe de finxin® = finafina, la valeur de cetre formule fera
fine colx (ina? cola? - cola?) = (1—fina® fina? ) fina cof x
— (1—CC) fina col «x,
d'oll en divifant par —CC on obtiendra
fina cof e fin x fin y - fina cof 2 cof s =finacofl x,
__finafins

laquelle & caufe de finy = e fe change en:

fin 2 col @ fin s = cof a cof s = cofl x.

COROLL. 6.
23. Or certecombinaifon Icola —=TV.colafin®, donne
(1= CC)(colafiny—claln@cls = cf@(Inacla® | fnacla? nxin @),
dont la valeurdcaufede finxfinQ=finafina, fera:
fina cof@ ( col a* = fina® cola? )= (1— CC )fina cof ®.
Done divifant par 1— CC, on aura

cola fin y —cofla fin @ cofl s = fin & col P,

qui d caufe de  finy = ﬁ“;f_l ﬁ:I

cof afin @ fin s — fin a cofa fin Q col s =fin afina col P,
ou bien rtang @ fin 5 — cof & tang @ tang @ cofl s = fin @ tang «.

, fe change en celle-cy:

COROLL .
24. Confidérons cette combinaifon II cof# finx —=1II, cof &,
qui donne
(1=
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(1—CC) (colafinx cfy}clafins) =colx (lnacla? fxfa@4fnacla),
dont la valeur, 4 caufede finxfin @ =finafine, fera
fin @ cof & (fin &? cofl a* - cof a?) = (1—CC) fin # cof 2.
Donc divifant par 1—CC, on aura

coflafinxcoly == cofafins = finacol x,
fi
& dcafe de fins— ﬁn';r i3
ine
fine col afin x col y 4+ cola fin ¥ fin y = lin & fin 7 cofl x,

vu tangea cof # tang & col y —+tang ¥ fin y "rang & fin #, rtout
comme §. 1 9.

, on obtiendra

COROLL 8§
a5. Cette combimaifon =1L finacole 4 Mll.colafinalin® donne
(1~CC) (cfafna fns in@—fnacla cly) =l (fnacla? 4 cla® fna fnx n @),
dont lavaleur dcaufe de finxfinP =finafine, eft
fin a cof @ (cola®* 4~ cola® fina® ) =(1— CC) fin a col P.
Donc divifant par 1—CC, on aura:

cof a fina fin s fin @ — fin 2 col @ col y = fin a cof P.

finafin .
Or ayant fins = i }" on obriendra

cofafinafiny — cofa coly = col @, rout comme §. 20.

COROLL 9.
a6. Or cette combinaifon I finafin &+ — IV. 1  donne
(1=CC)(finafinx coly—cofs) = cofacoflx(finafinafinxfin@—1),
dont la valeur 4 caufe de finafn @ =linafina, elt
cof acofl x (fin a? fin & —1) = — (1= CC) cofl 1 cof x.
Done
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Dong, divifant par (1—CC), on aura
cof § = fin a fin x col y = cofl a cof x.

COROLL IO
27. Certe combinaifon IL1—IV.(inefn@ donne
(1= CC)(coly = finafin@cols) = colacol@ (finalinalinxfin@-r1),
donc : fina fin@cols — col y = cofacol .

COROLL II.
28. Cette combinaifon Il fin @ cola = IV. col 2  donne
(1—CC) (finacofafins 4 cofacofls) = cofx (fina®cofa’ -~ col4?)
donc: finacofafins——cofacols =colx, tout comme §. 22.

COROLL 13.
29. Enfin cette combinaifon . cofa—1V.finacofa donne

(1= CC)(cof afins—finacolacols) = finx fP (cfa? 4 finn2cfa?),
finafinecolQ

in@®
ou tang @ fin s —tang a tang Q@ cofa col s —tang afina, rour
comme . 2 3.

donc: cofafins — fina cofa cofs —finx col @ —

PROBLEME V.
q0. Tvouver les propriétés entre les cités & les angles d'un tri-
angle [phérique quelcongue.

SQLUTION
Quel que foit le eriangle fphérique propofé ABC, on peut regar-
der un de fes angles A comme le pole de la fphére ; & alors les co-
s AB & AC feront deux méridiens, & le troifitme céré BC la
ligne la plus courte, qui puifle ée tirée fur la furface de la fphére

- Mg, de I'Acad, Tom. 1X, Hh du

Fig. 4.
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du point B au point C; de forte que ce wiangle ABC puiffe étre
comparé avec la figure .CM, que nous venons de confidérer dans
fe probléme précedent. Dong, fi nous employons les lertres A, B, C,
pour marguer les angles du méme nom, & que nous pofions les co-
tés AB—¢; AC=/) & BC — a, les dénominations preceden-
tes fe réduwiront aux préfentes de certe maniere :
Dénominations précedentes: a3 x5 s5; y; a; @
Dénominations préfentes : &3 iy a4y Az By G
Maintenant les formules trouvées dans les corollaires du probléme
précedent nous fourniront pour le triangle fphérique ABC les pro-
priéeés fuivantes :
L fina:finA—finb:inB=finc:finC par (21)
[cof C = cof . fin A. in B — cof A. cof B par §. 20.
_II. JdcolB = cof 4. fin A. fin C — cof A, cofl C par analogie
cof A— cof a. fin B. fin C— cof B. cofl C par §. 27.

cofl ¢ =cof C.fina find ~—cof @ cofl 4  par analogie
IM..col & = col B. fin a fin ¢ == cof a. cof ¢ par §. 22.
: 1‘:{.:[-1: col A. fin &. (m ¢ —= cof £, cof ¢ Pﬂrﬁ,jﬁ_
fin a.tang C—finB.rang ¢ =cola.cof B.tgCotge  par §. 23.
IV.) fin b.tang A—fin Citang 2 = cof b. col CrgA. g par analogie
Lfinc.tang B —fin A.tang $ = cofc. col A.tg B.1g & par §. 19,

Et c'cft 4 ces quatre propriéeés, que fe réduifent toutes les formy-
les, que nous avons trouvées dans le probléme précedent.

COROLL J.
3r. La premiére propriété renferme la qualité trés connné de tous
les triangles fphériques, par laquelle nous favons, -que les finus des

corls ont entr’eux le méme rapport, que les finus des angles, qui leur
font oppolés.
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CoROLL 2.
32. Dong, fi nous connoiffons dans "un triangle fphérique un

cbté avec fon angle oppolé, & outre cela un autre angle, ou cété, nous
trouverons d'abord le coté, ou I'angle qui lui eft oppofé,

COROLL 3.

33. Chacune des formules, que nous venons de trouver, ne

renferme que quatre quantités, qui appartiennent au triangle, & partant
fi 'on en connoir trois, on en pourra dérerminer la quarriéme,

COROLL 4

34. Clelt donc de 13 qu'on pourra rirer les régles pour la refo-
lution de tous les rriangles fphériques.  Ou comme il y a fix choles
en chaque triangle, favoir les trois cotés & les trois angles , fi I'on en
connoir trois, on en pourra trouver les trois autres: comme nous
allons voir dans les problémes [uivans.

PROBLEME VL

35.  Dans un triangle [pheérique étant donnés les trois cités,
trouver les angles.

SOLUTION.

Soient donnés dans le rriangle fphérique ABC les trois corés
AB—=¢; AC=# & BC=a; & quil faille chercher les trois
angles A, B & C; ccla e fera par le moyen de la troifiéme pro-
priété, qui nous fournit:

(A — cofa — cof /. cofc
EOlitie= find. fine
ol B — col b 15?{ a.col ¢

fina finc
cole — col a. col
e ey

I{hﬂ cn.

Uig. 4.
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COROLL I.
36. Nous aurons donc :
f'nf.- fin ¢ == cof 4. cof ¢ = col &

¥ fin 4. fin ¢ :
. __cof (b—c)—cola
ou bien 1—col A = T ~

icafede cofl(§—c) = colb.col¢e—4=finb.finc.

COROLL 2.
37. Or, puisqu'il et en général

cof p—colg=2.fin§ (g—p). in § (p—t7)
notre formule fe changera en celle-cy :

2fini (a——b——0) fin§ (a4 b—o)
finé finc
Donc, puisque 1 —cof A =2 (fin A)*, nous aurons:

fin's A=V fini (a—b4c).Nn}(a4-b—0)

1= col A =

, & de méme

find finec
T fin + (ﬁ—*—*r‘f—l—r}.ﬁﬂ{(ﬁ-—i—ﬂh—_f}
by =Y finafine
fin § ['r—:r—i-ra'.'r) rnrfr—[-n_ﬁ_}
fin} C=V fin 2. fin &

COROLL 3.
38. En gjourant l'unité aux cofinus trouvés on sura

cofa—=colb.cole——finlfinc __ cola—cof (b -~ ¢)

1=t=cof A= fin . fin ¢ R fin b.fin ¢
Donc, puisque I cofl A= 2 (cof § A2, la méme converfion
donnera

cof
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in}(b4c—a).fini(l—=d=e-n)
find. fine
cof § B= .Vf'n,{:f—l—r rnﬁj;’;;{n—{-c-}-ﬁ)
finl({as4tb—c)iini(a—4-b—c)
fin a.in &
COROLL 4.
39. De ld on tirera les tangentes des demi-angles A, B, C:

findt(a—db—4=c)linf (a4t —-=)
finf (b4c—a)fin i (b4c—a)
fint(b—a—=c)fini (b4 a—=)
Bnd (e e—B En k(e oT)
finf(ce—a—44)ini(c—4a—1b)
Ty e e sy Ty P ey

COROLL §.

40. Ces formules fonr fort commodes pour faire le calcul par le
moyen des logarithmes.  Or ayant trouveé un des angles comme A,
on trouvera les deux aurtres plus facilement; par la premiere propriété

finffin A & oG finchn A

fina fin a

qu'on fache fi ces angles fonr plus grands ou plus’ perits qu'un angle
droit : mais en fe fervant des formules trouvécs cetre ambiguité éva-
nouit, puisqu'on trouve les moitiés des angles, qui font toujours plus
perites qu'un angle droir.

ol A=V

cof C=V

ungy F AV

tang § BV

tang §C=V

onaura: finB—= , pourvu

COROLL 6.
41. Les rangentes des demi-angles fourniffent encore des formu-
les remarquables, car multipliant deux enfemble on aura :
Hh 3 tang
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_En{{n+§#:¢}

—fni(ad=t+4¢c)

& puisque fin p—=fin g =2 fin § (p—+7¢) col § (p—¢)
& finp—~fing—2finf(p—yg)col & (p44)

2 i Beoll
on obtiendra: 1—~tangf AnngiB— :2: E:-—-t.-!i‘:f; ¢

__2finfecold (a—-1)
— finj(rt-b—4-c)

COROLL ~.

tang + Anang 1 B

&  1—tang § Atang 3 B

42. De méme en ajoutant ou foutrayant deux de ces rangentes,

on aura :
_(Fﬂ%{ﬂ-{-r—!ﬂj iﬁl{,(&-} f—ﬂ}}V{ﬂi {H-!-g’}—r:;
— Ving (bte=a)n § (ate—b) In} {H‘+T‘I.;:|—.;"J
find(a——c—4&) +{in }E& 4 c—u)
tang $C in§ (a4 —¢) ’
fi 'on introduir la valeur de l1a tangente de £ C. Done, en employant
la réduétion enfeignée auparavant, nous aurons ces deux équarions
2 finfe.col § (a—1)
tang § C.fin§ (a—4-b—=c)
2 fin § (a—1£).col§ e
tang & C fin§ (u —Fﬁ __I-__‘:j' ;
coroLL 8.
\ 3 _tngiAng B
43. Or, puisque tang § (A—~B) = S At D’

nous trouverons par les formules des denx corollaires précedens :

tang § Atrang I B

ountang § Atrang : B—

tang § A --rtang £ B —

tang f A—tang 1 B=

tang
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. col § (e—1£8) 4
mnﬁi(ﬁq‘ﬂ}_:ang C.col 3 (a = &) & de méce
cof § (a—e)

tang § (A—+C) = tang % tang 1 B. mH (n-{-fj

ung § (B+4-C) = =y ﬁ; cof 3 (ﬁ—*—*_’_r} :

COROLL 9
tang 3 A —tang 1 B

44. Demfme,puisque tang;(A—-B)= s g ﬁ?tahg_ﬂ;

BOUS aurons : ;
' —_— fin § (a—10) ' 2
g R (A—8) = tang 1 C. fin § (a—=4) e
fin § fa—~¢)

mag § (A—C) = tang 4+ B.fin £ (a—-¢)

, Cfng—d
mag ¥ (B—0) = rang 4+ A fn{(!--—{—r}

PROBLEME VIL
45. Dans un triangle [phévique étant domnts les trois angles, Fig. 4.
frouver les trois edtés.

SOLUTION,. |
Soit ABC le rriangle fphérique , duquel foient donnés les
wois angles A, B, C; & qu'il faille chercher les rrois cdrés
ABR—e¢; AC=} & BC=
Or la propriécé IL du § 30. nous fournira les cofinus de ces cd-
tés exprimés de la maniere [uivante:
eof
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cof A == cof B. col C

cof # = —— BTG
P cofl B =}= col A. t:nfE
i — fin A fin C
__ cof C 4 col A.colB
cof ¢ = A inB "

COROLY T.
46. De li nous tirerons d'abord les formules fuivantes :

[ g — cofl A —col (B+-C)
A= finB.inC
__ eof A -4 cofl (B—C)
1—col e = fin B {in C

Or, puisqu’il eft en général colp4—cly—z2cli (p4g)cli(p-7)

nous aurons :

2col (A4+-B4-C)col§ (E4-C—A)

1—cof 1 =~ Fn B fnC
_ 2cofl}(A4+B—C)col:(A—DB+4-0C)
1=f-col e = finB. fin C :

COROLL 2.
47- Done, puisque 1 —cofla—2(finia)* &
= cola—=2 (col} #)?, nous obtiendrons les formules luivantes :

cofl§ (A=4-B 4-C) col§ {B—I—C-——-E

fin} = v fin B..fin C
e cof § (A =4-B +C)cofl § (A4~ C—B)
fn3iz=V finA fin C .

A col§ (A4 B—4C)col§ (A+B—C)
o finA fnB od
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ot1 il faur remarquer, puisque la fomme des angles A=4=B—4-C eft
toujours plus grande que deux droits, la demi - fomme eft plus grande
qu'un angle droit, & parmant fon cofinus negatif.

COROLL. %.
48. Pour les cofinus des demi-cotés on aura :
col  (A-+B—C)cofl { (A—B—+4-C)

coflJa=V fin B. finC
., cof $(B4=A—C)cof § (B—A~-C)

col 20 =V fin A. fin C
., cof §(CH+A—B)col £ (C—A—4-B)

cofl fe—V fin A, fin B

& ces formules facilirent 1"ufage des logarithmes.

COROLL 4.
49. Des finus & cofinus des demi-corés on tirera aifément
leurs rangenres ; qui feront :
< cofl 1 (A4+B4-C)cofl 1 (B4-C—A)
gy cofl £ (A+—B—C)cofl L (A—B—+4-C)
. col § (A+B—4-C) col § (A4-C—B)
wg iV col 1 (B4+A—C)col : (B—A—++C)
i cof } (A-4=B—+-C) col § (A4-E—C)
gRe= cof : (C4-A—B) cof § (C—A—-B)
oit 'on pourra auffi aifément fe fervir du calcul des logarithmes.

COROLL §.

s0. En multipliant deux de ces tangentes enfemble, on entirera
o cofl : (A+-B+4-C)
tang 1 a.tang £ & = Eﬂf—i'(i'\--i—'ﬂ-'—-ﬁj

Mim, de P Acad, Tom. IX. 11

Or
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Or de li on derivera les deux formules fuivantes :
2 col$ (A—==B)cofl §C
1—tang } a. tir.ug{a#:: mfigﬂ:r-ﬂj—s)

., 2finiCfing (A4B
1~rang } @ tang § & = :ué(ﬁfﬁé—_ﬂ)) ;
COROLL. 6.

s 1. Er fi nous sjourons, ou fourrayons, deux des fornmles enfemble,
nous obriendrons : tang § a—+tang § & —
— (cof§(B+C—A)tcol§ (A+C—B))V—col § (A+B4C)
— " Veol} (A+B=C) EnT; (AFC=B)col (B+C—A)
_ —q_cof3(A+B4C)cf4 (A4+B=C)
Orapet Wogd ey -~ O CEA-B) a1 (C-A3E)
f C-A) + cofl $ (A+C-B
tangfatrngi b= (0’4 (Bt cufj-} (zﬂ+ ;_-é? Juangie
COROLL 7.
§2. De li on trouvera par les réductions enfmg'm:s
{3 Ccofl i (A—B
g 4-+-og 1= 2 C A Drgic
2finf (A—B) fin }Crang ¢
cofl § (A4-B—C)
COROLL 8.
§3. Nous trouverons donc comme cy - deflus :
cof 4 (A—B)

On aura

&

tang § a—tang § 5 —

wng § (a+-8) = Srs (A—-B) gl
[i(A—

ung § (¢ —4-c) = mr EA—-I—E} tang § &
cof (B—-C_)

““gif5+;}—:[ (B-—i-CJ' g @
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COROLL 9.
§4. De méme les tangentes des demi differences des cérés feront
fin § (A — B) -

tang § (a—4b)= o3 (AFB) tang & ¢
fin} (A—C]
tang{(:r——r):fmégﬁ_l_cj rang 4 &

finid (B—C
tang § (b—¢) = ﬁni'{éﬁ—kﬂ% tang & .

L‘ufage de ces formules fera d’'une grande imporrance dans les problg.
mes luivans.

PROBLEME VIIL
§5.  Dans un triangle [phérique étant donnés deux cotés avec Pam- yig, ‘
gle compris entr'cux, trowver le troifiime cité & les dewx autres angles,

SOLUTION,

Soit ABC le triangle, auquel foient donnés les deux cotés AB—,
AC =} avec l'angle A compris entr’eux : & qu'il faille chercher le
coté BC—a, &lesangles B & C

La troifitme formule de la troifiéme propriéré donne d'abord

col @ = col A fin &. fin ¢ =~ cof 4. col ¢,

& la troifiéme formule de la quatrime propriété fournit I'angle B ,

_ fin A rang b
g = fin ¢ — tang &. cof c. col A
d'oll 'on tire par analogie : |

fin A tang ¢

Wg C= s — tang ¢. col . col A

Or les expreflions pour Ius‘ cotangentes feront Elus commodes, de-
forte qu'on aufa pour la folution les formules {uivantes :

Ii 2 col
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cofl 2 = cofl A fin . fin ¢ = cof b, cof ¢
fin ¢ cot & =—— cofl ¢ cofl A
fin A
fin cote —rcol 2 col A
fin A o
COROLL. I.
§6. Puicque cof b cole =12 cofl (b—¢) == 1 cof (b—=¢)
& findfine =1 col (b—re)— 1 col (b~4=¢), le cofinus du

cbré @ pourra érre exprimé par I'addition & fubtraétion des fimples
cofinus de cette maniere :

cofa =3 cf(A=b+tc) + Fcl(Atb=c)—F A(A—b—c) = Il (A4 40)
~ 1 cof(d—rc) + Lcol(4 1 o).

COROLL 2.
§>. Mais fi 1'on veur fe fervir des logarithmes, cetre formule

eft moins commode.  Cependant on y pourra appliquer les loga-
richmes en y introduifant un nouveau angle #, pofant

col A fin &
col b’
& ayant rrouvé cet angle ¥ on aura :

cotB =

cotC—

tang ¥ = ou bien foit rang « = col A tang /;

col } cof (¢ —u)

cofl u 4
d’ott I'on trouvera aifément le coté a par le moyen des logarithmes.

COROLL 3.
§8. Laméme introdution delangle , deforte que tgu=—clAtg/,

rend auffi les aurres formules propres i y appliquer les logarithmes ;
Car on aura ;

finArangt __ finA tangl cofu __ tang A fin »
fne—rtgucle =  fin(c—u) T fin(c—u) "
finA.fine

fina

<0-

cof @ = rang « col & finec —— col & cof ¢ =

tang B =

Pour I'autre angle C on le trouvera parlarégle fin C =
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COROLL 4.
§9. Mais la plus commode recherche des angles B & C fe tirera
des formules données dans les §§. 43. &.44 d‘uﬁ 'on aura :

—cof 1 (b—
tang I (B4-C) = c_l:-rlfﬁ—l-:‘j cot L A

h—

1 n3 ( X

tang 1 (B— CJH {ini Iz )mr A.

Car ayant la moitié de leur fomme avec la meitié de leur difference,
on aura chacun 4 part, & de li on pourra enfuite conclure le coté a,

{in & ITI‘II‘.:'

par la régle ﬁnn__r glinAz Ij,u.ﬁ.

PROBLE M E IX.
6o. Dans un triangle [phévique étant dounés deux angles avee Ie ciré
compris entr'enx , trouver le troifiéme angle avec les dewux cétés,

SOLUTTI O N
Soit ABC le triangle, dans lequel foient donnés'les denx angles
A & B avec le coté AB — ¢ compris entr'eux, & qu'il faille cher-
cher letroifiemeangle C aveclesdeux aurres corés AE—& & BC=u.
Or la premiere formule de la feconde propriété (30) donne d'abord
cofl C = cof ¢ fin A. fin B— cof A. cofl B,
& la troifiéme formule de la quatriéme propriéré donne :

tang b — fin e e & , & par analogie
fin A —— cof . col A. rang B
fin ctﬂng‘ﬂ.
. rang @ =

~ fin B == colc. cof B. tang A~
D'otlt prenant les corangentes on aura la folution fuivante,
cof C = col ¢ fin A. fin B— col A, cofl B
cot A. fin B 4= cofc. col B
fin ¢

cot B. fin A —}— cof ¢. -:nf.‘!.

:ﬂ't-ﬂ_ —
fine b

cot a —

Fig. 4



Fig. 4
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COROLL I.
€1. Les denx cdtés fe trouveront plus aifément des formules des
§§. 52. & 53. d’ot l'on tire:
col £ (A—B
o §Ca0) = cof & EA—FE;
fin (A—DB
tang £ (a—}) = Gn 1 Eh-'l—ﬂi
ol il eft facile de fe fervir des logarithmes.

tang I ¢

tang 3 ¢.

COROLL. 2.

62. Aprds avoir trouvé les corés a & 5, on trouvera aifément

fin A finB
I'angle C, puisquiil eft finC = %I finec = {;—:? finc, o bien

on pourra auffi, {i 'on veur exprimer le cof C par des fimples cofinus
en cette fagon :

cof C=%cf(c+A~B) +§ cf(c~A+$B) - cl(c—A-B)—% cf(c+ AB)
— 7 cof (A=B) = I cof(A4B).
PROBLEME X
63. Dans un triangle [phévigue étant domnés dewx cdtés avec ux
angle non compris enmtr'enx , ou ce gui reviemt au méme , Etant don-
nés dewx angles avec un c6té non compris entr'eux , trouver les awtres
guantites agpartenantes au triangle.

SOLUTIO N
Soit ABC, le triangle dans lequel foient donnés pour le premier

cas lesdeux corés BC—a & AC=1/4 avec l'angle A, & on

connoitrs d'abord l'angle B & caufe de fin B — ?;_::. fin &.

Pour
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Pour 'autre cas foient A & B les deux angles donnés, avec le cdeé
BC = @, & on aura d'abord le cOté 4 i caufe de fin / Zfirr:—;ﬁ.nﬂ.

Er partant, dans 'un & I'autre cas on pourra regarder comme donnés
tant les deux cotés BC—a & AC=—/}, que lesdeux angles
A & B, qui leur font oppofés. 1l s'agir donc d’en trouver le cOté
AB—¢, & langle C.

Or la premiere formule de la quatriéme propriété fournit:
finatang C—{(in B tang ¢ = cof a col B tang C tang ¢,
d'otl en transpofant les cbtés # & 5 avec les angles A & B, nousaurons

fin 4 tang C — fin A tang ¢ — cof 4. cof A rang C rang .
De cesdeux équations, cn éliminant tantdt tang C tantdt tang ¢, nous
fin A.fina——{inB.{in 5
TORVErons: 1§ ¢ = A col B ool a——cof A inB cof 3
e finAfina—A{finBfind
&~ — ColBcolafin — col A inacol}’

auxquelles il faur ajourter cette équation fin A fin & — {in B fin a.

COROLL. 1I.
64. Puisquilya: finA:finB—=fina:fin/, mnous aurons
fin a®* — fin b*

i anpr= colB fina cola — col A find col #

& rang O— {finA* —finB?
b= finBcoflBcols —— finAcol Acold "

COROLL 2,
€5. Mais les §§. 43- 44 5§3. & 54. nous fourniffent encore des

folutions plus commodes, que voild :
tang
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ORI fin X (A—B)
tangif—;p—(ﬁ_—_-ﬂ—}rgaf—I—ﬁJ—ﬁﬂl(ﬂ_ B) 83 (1—

cof L (a— !r) {in X (n—b)

tang 3 C= ool a. col X (aip) '3 A-HR= I Caib)

auxquelles on peut ailément appliquer I'ufage dea logarithmes.
PROBLEME IX

66. Trowver l'aive d'un triangle [phérique quelcongue.

cot}(A—B)

SOLUTIO N
Soit EOM le triangle fphérique propofé, & qu'on nomme com-
me cy-deflus §.17. lecOté OE —a; langle OEM — ¢ ; P'angle
EOM—y; lecott OM—x; & langle OME—=0. Cech
pol¢, la fignre trilinesire MO repréfentera le differentiel de I'aire
que nous cherchons ; & puisque wn —dx & Mr—dylnx
le produit dydxfinx exprime le differentiel de MO,
dot MOm = dyfdx linx = dy (1—-coflx) & partant l'sire
EOM—y — fdycolx.
Or nous avons trouvé Jdy = Sex
— fnxV(linx®—CC)’

; — Cdxcolx
Tare EOM=y flme{fmxl;-Eﬂ_j'

de forte que

. - <
Enfuire ayant trouvé fin =t acaufede C=finafing;

finx? ——CC
& puisque cofl @ = AL m'::.m = ), nous aurons

cofl & _ Cdx cof »
dQcol @ =—dx s donc Hﬁ_-ﬁux’l"(ﬁnx’ sy

Cdx cofl x e
& "fﬁnx 7 (fnx* —CC) — ¢ —— Conft.

Par



& 7 3
Par conféquent I'sire du rriangle

EOM fera = y—+@—+ Conlt. —a 4y 4@ Cont.

Pour connoitre cette conftante, fuppofons y —o, & puisqu'il
devient alors @ — 1§0°—a, l'aire de ce triangle évanouiflant
fera — 180° —Conft. & partant Conft. = 18§0°.  Ainfi nous
aurons l'sire du triangle EOM —a—y—4- 0 180°.

COROLL. I.

67. Donc, pour trouver P'aire d’un triangle fphérique quelconque,
on n'a qui prendre 'excés de la fomme de fes trois angles fur deux
droits,, lorsque le rayon de la {phére eft exprimé par 1. Or dans
une fphére quelconque on prendra un arc d'un grand cercle qui foir
la méfure dudit excés; & le produit de cet arc par le rayon de la
fphére donnera l'aire du triangle fphérique cherche.

COROLL. 2.

68. Plus donc un triangle [phérique fera grand, plus aufli fur-
paffera®™ fomme de fes angles deux droits ; & lorsque l'aire du tri-
angle occupe la huitiéme partie de la furface de la fphére, cer excés
vaudra un angle droit.  Car un arc de grand cercle de 90° multiplié
par le rayon donne la moitié de l'aire du grand cercle, & partant la
huitiéme partie de la furface de la fphére. De ld on rirera cerre régle
pour trouver l'aire de rour rriangle {fphérique. On dira, comme 8 an-
gles droits ou 720° i l'excés de la fomme des trois angles fur deux
droits : ainfi la furface entiere de la {phére 4 'aire du triangle propofé.

Mém, de P dcad. Tom, 1X. Kk ELE-
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