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HARMONIE
ENTRE LES PRINCIPES GENERAUX DE REPOS

ET DE MOUVEMENT

pe M pE MAUPERTUIS
rar M. EULER,

I.

M de Manupertuis, notre trés digne Préfident, ayant décou-
vert deux principes généraux, l'un pour I'étac du repos

* ou de I'équilibre, & l'autre pour celui du mouvement, il

femble d'abord que ces deux principes n'ont rien de commun, puis-
qu'ils font fondés fur des ¢i¢mens tout a fait differens entr'eux. Ce-
pendant je ferai voir, quel'un & l'autre de ces deux principes eft
foutenu fur le méme fondement, & qu'ils fe trouvent dans la plus
¢troite liaifon, de forte que des qu'on tombe d'accord fur I'un, on ne
fauroit plus revoquer en doute l'autre: ou bien, I'un éwant fulfifam-
ment conftaté, tiendra lien d'une démonltration rigoureufe de 'autre.
Certte belle harmonie me paroit d’autant plus importante, qu'elle eft
capsble de mettre dans tout fon jour, tant I'un que I'aucrede ces deux
principes : & on conviendra ailément, que plus ces deux principes
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font unis entr’eux, & plus ils feront conformes a la fimplicitd de la
Nacure.

II. Je commencerai par le principe général du repos, ou de I'¢-
quilibre, & dés que je I'aurai énonceé dans route fa force conformément
aux explications, que I'llluftre Auteur enadonnées dans les Mémoires
de I'Académie Royale des Sciences de Paris pour I'annde 1740 on re
connoitra par le moyen d'ure feule réfléxion, que l'autre principe
général du mouvement en eft une fuite néceflaire, Donc, puisque le
premier principe n'eft alfujetti 2 aucune oppofition, & qu’ apres 'Au-
teur j'en ai aufli démontré la vérité par une infinicé de cas entiérement
differensentr’cux; cetre harmonie feule fuffira a réfuter toutes les ob-
jettions, qu'on pourroit faire contre l'antre principe du mouvement.
Et partant j'efpere, que I'expefition de cecte harmonie ferale plus pro-
pre moyen, non feulement pour maintenir ces deux principes, mais
ausfi pour en faire voir la nouveauté : perfonne n'en ayant eu afleuré-
ment aucune connoiflance avant M. de Maupertuis,

Or M. de Manpertuis énonce cette loi du repos en ces termes:
" Soit un Syftéme de corps qui pefent, ou qui font tirés vers des
" centres par des forces qui agiflent chacune fur chacun, comme une
puiffance » de leurs diftances aux centres : pour que tous ces corps
demeurent en repos, il faut que la fomme des produits de chaque
mafle par l'intenficé de la force & par la puiflance w -1 de fa
diftance au centre de fa force, ( qu'on peut appeller la fomme des
» forces du repos, ) falle un maximum o minimon.”  Ainfi polant
M pour la mafle d’'un corps quelconque, qui appartient au fyftéme, 2

pour la diftance de ce corps au centre, auquel il eft attire par la force

n . n 4
fz ; onprendra le produit M f 2 : pour le corps M; & Ia

fomme de tous les produits femblables, qui conviennent a chaque
corps du fylteme, fera un maxizmumou un minsvium, lorsque le fyfteé-
me eft en équilibre.

IV.
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IV. M. de Maupertuis dévelope deux cas pour faire voir la vé-
rité de cetce loi: chacun contient un fyftéme de trois corps liés en-
treux. Dans le premier il confidére ces corps attachés a des rayons
immartériels, mobiles autour d'un point fixe : dans l'autre il les regar-
de comme attachés a des cordes unies dans un point mobile ; Et
quoique ces deux cas foient entiérement differens entr'eux, il moncre
que dans I'un & l'autre la fusdite loi fubfite. Car pofart la mafle de
chacun des trois corps —— M, la diftance au centre, auquel il eft atti-

ré — z, & la force méme = f z', il fait voir par les principes or-
dinaires de la Dynamique, que dans le cas de I'équilibre la fomme de

ces formules M £z d z, qui répondent a chacun des corps, eft épale
a zero. D'ou il s'enfuit évidemment, que la fomme de leurs incégra-

I » 1 . .
les,ou de ——— M f2 , [era un maximum ou un wiinimum ; &

1
lorsque 'expofant z eft partout le méme, on pourra omettre le coif-

i
ficient commun ——,
n—t=1I

V. Ces deux cas écant entiérement differens entr’eux, on recon-
noit aifément, que la méme régle doit avoir lieu dans tous les cas
d'¢quilibre de trois corps ; puisque, quel que foit 1'état des corps, il
doit participer de 'un & de l'autre. Il eft ausfi évident, que fi au
lieu de troiscorps lefy{téme etoit compofé de plufieurs, & méme d'au-
tant que ce puille étre, la méme régle fubfifteroittoujours également.
De plus il n'eft pas necedlaire, que les forces foient proportionelles
a de femblables puiffances des diftances ; pourvii qu'on ne néglige pas

les coitfhiciens —~_+:—_-—I-, lorsqu'ils font differens entreux a l'egard
n

des divers corps, fur lesquels les forces agifent.
Y 2 VL
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V1. Rien n'empéche auffi, que les forces ne foient fuppofécs
proportionnelles a des fonétions quelconques des diftances. Car fi
chacun des corps, dont la maffe foic — M, & la diftance a un centre
des forces — g, y eft actire par une force quelconque accélératrice
— YV, au lieu de fz *; on verra par le méme raifonnement, que dans
I'étac déquilibre la fomme de toutes les formules M V 4 = fera égale
a zero. Erpartantla fomme de leurs intégrales /M V d z fera un
maximurs & un minimwzm.  Ou il faut remarquer, comme je ferai
voir plus bas, qu'il y a2 aBtuellement denx efpeces d'équilibre, I'une
ou la fommede ces formules eft un winimum, lautre ou elle eft un
MAXiNM,

VIL Sile méme corps M, qui fait partie du fyftéme, étoit en
meme tems follicite par plufieuts forces accéléracrices V, VY, V/, &c.
vers des centres differens, dontil foit €loigné par des diftances z, 2/,
2/l &c. chaque force fourniroit une formule a part pour le méme
corps M: & l'expreflion enti¢re pour ce corps, qui fait partie de la
formule du wraxamum ou du minimum, feroit;

SMVdz 4= /MVidz 4= M VI d 20l J— &e.
Ou puisque Ia malle du corps M eft conftante, cette expreflion

fera =M (/' Vdz—fV'dz - [V 421l 4= &)

& la fomme de toutes les pareilles expreflions, qui conviennent a
chaque corps du fyfteme, fera infailliblement on maxsmum ou un
misnimum dans le cas d'équilibre.  Ou bien, puisque MV, M V/,
M V# &c. expriment les forces motrices ; fi I'on prend V, V/,V#
&c. pour marquer déja les forces motrices, notre formule fera:

SV dz—=fVida 4 /Vil d il &.

VIII. 1 n'eft pas aufli néceflaire, qu'on confidére les diftances
entiéres de chaque corps aux centres de forces, auxquels il eft attiré:
il
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il fera permis pour lacommodité du calcul, de prendre 4 volonté dans
les direttions, felon lesquelles les corps font follicités, des points
fixes, & d'employer les diftances 2 ces points, qui foient », v, 2!/
&c. au [lien des diftances &, z/, z// &c. aux centres mémes,
Car, puisque les differences entre ces diftancesz—v; 2/ —v/;
2zl — o/ &c. font conftantes, on aura /z — dv; dzl — do! & dz't
—dw'. De forte que I'expreflion pour la formule du maximum
ou mziiwnms fera:

M/ Vdv 4= fVidov' 4 [V dull S &)
ou l'on omertra la mafle M. lorsque V, V/, V#/ &c. expriment déja
les forees motrices.

IX. Ayantdonc un fyfteme de corps quelconque, qui foit en
équilibre, on confidérera &parément chaque corps avec touces les
forces dont il eft follicité, qui fourniront pour ce corps, dont la mafle
foit — M, unetelle formule M ( /'Vdvo—= /N/dv! 4 [V dol! &)
lorsque 'V, V', VY &c. marquent des forces accéleratrices; mais fi
elles marquent les forces motrices mémes, on n'a qu'a omertre la
maffe M, comme y ¢tant déja renfermce. On raliemblera enfuite tou-
tes ces formules, qu'on aura trouvées pour chaque corps, ou chaque
particule du fyficme des corps, dans une fomme, & ceue formme
étant rendu€ un maximun: ou minimess déterminera I'éeac d'équilibre.
C'eft donc a cette régle, que fe réduit le principe univerfel d'équilibre
de M. de Mauperenis, qui s'érend a tous les corps, foic qu'ils foient fo-
lides ou fluides, roides ou fiéxibles, & méme élzftiques, comme on
pent voir des Mémoires, qui fe trouvent dans les Mém. de 'Ac. Roy.
des Sciences & Delles-Lettres de Prufle pour I'an, 1748, ou jai exa-
miné ce qui ¢ft un saximum ou meinimum dans I'etac d'equilibre de
tous ces differens genres de corps.

X. Puisque donc tout ce principe revienta la formule /"Vdv —-
[Vidv 4 Vil dv'i 4 &c. qu'il me foit permis, tant pour abréger
Y 3 que
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que pour parler plus préciiiment, de nommer cette expreffion d'un
nom particulier, & il me femble que celui d'effors ferale plus conve-
nable. Car, puisque la fomme de toutes ces expreflions, qui répon-
dent a chaque élément du corps, eft un maxiwuwn ou minimurns dans
I'équilibre, il ne fera pas mal a propos de dire que c'eft la fomme de
tous les effores, quieft la plus grande ou plus petite dans le cas de
I'équilibre. Donc,filecorps M eft follicité par les forces V, V7,V &c.
dirigées vers les points ﬁxes V, V, Vi &c. & qu'on pofe les diftan-
ces MV —2, MVi—=2', MV¥, =2/ &c. I'effort de ces forces fur
le corps M fera — [Vdv 4+ [V dv' -4 /V/ dv; oufi les let-
tres V, VI, VI &c. expriment les forces accélératrices, 1'effort fera

—M(/Viv 4 fV' d v [V dolt &)

XI. Donc, en vertu du principe général durepos de M. de Mau-
periuis, nul corps, tant folide que fluide, ne fauroic étre en équilibre,
a moins que la fomme de tous les efforts pris enfemble, qui agiffent
fur chaque élément du corps, ne foit la moindre, ou la plus grande
qu'ileft poflible. Or je ferai voir plus bas, que le plus grand ne trouve
lieu qu'en des cas tout a fait particuliers , ou 'équilibre ne fe réeablic
pas, quand il eft troublé; dans tous les autres cas, ou l'équilibre eft
permanent, celt le plus petic qui a lieu. Je remarque ici en paffant
qu'il y 2 bien des cas, ou la fomme des efforts devient — o, mais tant
s'en faut que ces cas (oient contraires au principe, qu'ils le confirment
plutdc davantage. Car la Nature ayant, pour ainfi dire, en vué de ren-
dre la fomme ces effors la plus petite, lebut principal tend fans doute
a la faire evanouir entierement: & lorsque cela n'eft pas poffible, ce
n'eft qu'alors qu'elle doit fe contenter de la rendre aufli petite qu'il
eft pofible. Ce principe porte donc, qu'en tout cas d'équilibre [a
fomme de tous les efiores, auxquels toug les Clémens du corps font
aflvjcis, devienc la plus perite qu'il eft poffible: & c'eft en peu de
mots le princpe de ['équilibre, ou du repos, de M. de Jaupcrenis,

XIIL
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XII. Ayant établi ce principe pour le repos, ou I'équilibre,
qu'y a-t-il de plus naturel que de foutenir, que ce méme principe ait
aufli lieu dans le mouvement de corps, follicités par de femblables for-
ces? Car i 'intention de la Nature eft d’épargner le plus qu'il eft pos-
fible fur la fomme des efforts, il faut qu'elle s'étende aufli au mouve-
ment, pourvi qu'on prenne les efforts, non feulement comme ils
fubfiftent dans uninftant, mais danscous les inftans enfemble, que du-
re le mouvement. Ainfi I'effort, ou la fomme des efforts, étant pour
un inftant quelconque de mouvement — @, & pofant I'élément du
tems —— d ¢, il faut que cette formule intégrale /D 4 ¢ foic un mini-’
mium. Deforte que i pour le cas de I'équilibre la quanticé @ doit
étre un munsvinm, les memes loix de la Nature femblent exiger, que
pour le mouvement cette formule /@ 4 ¢ [oit la plus petite.

XIIL. Or c'eft précifément dans cette formule, qu'eft contenu
l'autre principe de M. de Manperetnir, qui regarde le mouvement;
quelque different qu'il puifle paroitre au premier coupd'oeil. Pour
faire voir ce bel accord, je n'ai qu'a remarquer, que lorsqu'un corps
fe meut, étant follicicé par les forces expofées V, V4, V/ &c. l'effort
@, auquel le corps eft aflujecti, exprime en méme tems la force vive
du corps, ou bien le produit de la maffe du corps M par le quarré defa
vitefle. Donc, pofant fa vicelle — w, la formule qui doit étre un -
mimum fera — [Munde: or udt exprime I'élément de I'efpace, que
le corps parcourt dans le tems de¢, & partant pofant cet efpace — d's,
nous aurons ["Muds pour égaler aun minimum, Clelt a dire, il faut
a chaque inftant multiplier la mafle du corps M par la vitefle #, & ou-
tre cela par l'efpace parcouru ds, & Iz fomme de tous ces produits

doit étre un munimum,

X1V, Me voila ainfi conduit aux mémes mots, dont M. 4e
Maupertais fe fert pour definir fon idée de I'aftion, quand il dit, que
I'aétion eft le produit de la mzfie par |a vitefle & par I'efpace parcouru.

Ainfi dans le cas du §. précedent la formvle M » 4 s exprime la quan-
tité
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tité d'aftion pour un inftant quelconque, précifément felon la maniere
de parler de M. de Mawupertuis; & fuivant fes mémes fentimens le
mouvement du corps doit étre tel, que la fomme de toutes les attions
élémentaires, ou /"M # d s devienne un minimwm.  Or jai auffi fait
voir dans le IV. Volume de nos Mémaires, que ce principe fournic pré-
ciiément les mémes courbes, qu'on découvre par les principes ordinai-
res de la Mecanique. On voic donc clairement, que ce principe de
mouvement de M.de Maupertuis elt une conféquence néceflaire de
fon principe général de repos ou d'équilibre,

XV. Comme dans le mouvement ['expreflion donnée cy-defTus
@ d ¢ exprime préciément, ce que M. de Waupertnis nomme 'aftion
du corps pendant le tems infiniment petit d ¢, on pourra dire avec
autant de droit, que ¢ marque l'aftion inftantanée fans avoir égard au
tems; auquel cas ¢ convient avecce qu'on nomme force vive. Donc
aulli pour I'¢tat de repos ou d'équilibre , quoiqu’il n'y aic point de
mouvement, puisque la méme expreffion @ marquant l'effort total y
entre, rien n'empéche qu'on ne lui donne encore|le méme nom d'ac-
tion, de forte que dans ce cas 'ation & l'efiore feroient la méme
chole; & cette dénomination eft aufli parfaitement bien fond<e. Ainfi,
fuivanc le fentiment de M. de Manpertuis, on eft autorife de dire que,
tant dans le mouvement que dans le repos, la quantic¢ d'aétion eft tou-
jours la moindre qu'il eft pofiible.

XVI. Mais il faut ausfi prouver ce' que je viens d'avancer dans
le§. VIil. & la démonftration nous éclaircira mieux fur I'accord de ce
que je nomme effort, & de I'idée de l'attion de M. de Manpertuis,
Pour cet effet foit lecorps Mattiré aux centres de forces V, V/, V// &c.
par des forces V,V/, V¥ &c. pofantles diftances VM — =, V' M — 2/
& V/' M — »/ &c. dont les forces mémes foient des fonétions quel-
conques: que ce corps ait jusqu'ici décrit lacourbe EM, & qu'a pré-
fent fa vitelie en M (it — », zvec laqueile il va parcourir I'éiément
de la combe M m—d s, pendanc I'¢clément du tems — 4¢, & onau-

ra
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rads = ude. Orleffore des forces fur le corps M fera fuivant ce
que jai expofé — [Vdv <4 [V dv' = [V Jull &, foppo-
fant ces forces motrices : donc exprimant |'effort par @ nous aurons:

O =/Vdov4+ NV dvl = Vit dvi! 4- &c.

XVII. Maintenant pour connoitre la vitefle méme du corps,
qu'il aura conformément aux forces dont il eft follicicé, on n'aura
qu'a tirer de ces forces par la décompolition connué les forces rargen-
tieller.  Pour cet effet qu'on mene du point m fur les direftions des
forces les perpendiculaires mwv, mv/, mo!’ &c. & on fait par les
régles de la décompofition, que la force tangentielle qui réfulte de la

force My —V elt = -h—tj Ve ﬂ' .V 2 caule de M o—~d2:
M 7 ds’

de méme les forces tangentielles, qui réfultent des autres forces V/

M =2/ dzol M'Lr"'-"
/" — Y e [ & 77—
& V/ feront — M ; V= =% . Vi & = N . Y

m
_dull
T ds
Vdo = Viduo — VI do¥
- ds '
— T onfait par les principes de Mecanique qu'onaura M4dx— } T4y,
ou bien: 2Mudu—Tds acaufede ds—wud¢. Et partant ayant

2 Mudu—=Vdv=VNlde - Vil dol' &.

. VI, Donc la force tangentielle entiere fera ——

Or pofant cette force tangentielle

on aura en prenant les intégrales
M wu— Conlt. ~ fVdvw [V dv! = [V d7/' =

XVIII. Donc, puisque par I'hypothefe [V dv —~ /V/ d2/
- /Vii d il &c. exprime 'effort des forces fur le corps M, que
jai pofé — @, il eft évident que nous aurons : M## —Conit.— .

Mems, de Fdcad- Tem, FII. r/ On
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On comprend aifément que la conflante ne trouble rien dans I'harmo-
nie, que je viens d’établir entre l'efforc ® & la force vive du corps
Muu: car fi [ @dr elt un maximun ou minimuni, la formule
[ Mundt ou /M uds le fera aufli, puisque le terme /Conft.
d + — Conft. ¢ n'entre pas dans la confidération du maxims
ou rinimurs. Et outre cela I'efforc & érant exprimé par des formu-
les intégrales, renferme déjaen foi une conftante quelconque, deforte
que jaurois pu entiérement négliger cette conftante, & pofer fimple-
ment Mur— ~@; d'ou lidentité feroit dautant plus évidente.
Cependant fi 'on prend lesdices intégrales fur un pied fixe, de for-
te que l'effort ® en obtienne une valeur déterminée, l'addition de la
conftante fera nécefleire ; puisque la viteffe du corps en M dépen-
dant de la vitelle imprimée au corps au commencement pourroit étre
quelconque : c’elt donc de cette vitefle initiale, que la conflante a
ajouter doit écre déterminée en chaque cas propofé.  Mais de quel-
que quantité qu'elle puifle étre, elle n'affefte point la determination
du 2Nzl OU PRI,

XIX. Cependant, puisque la force vive M« eft égalée a I'ef-
fort @ pris negativement, il faut remarquer, que i /Muwude, ou
/M uds, eltun snimum , la formule /D¢ fera un wiaxirnm &
réciproquement  Mais, quoique la difference entre un maximun &
muinimum paroille bien grande, elle n'eft pourtant d’aucune confe-
quence dans la Nature méme, puaisque les maximiiz & s 2imin ne
different entr'eux que par rapport aux fignes, de forte que la, ou une
quantité quelconque Z eft un waximun, la méme quanticé prife né-
gativement ~ Z eft en méme tems un w7 zpum.  Clelt aufh la raifon
pourquoi la methode pour trouver tant les maximum que les sini-
muz elt abfolument la méme.  Ainfi qui voudroit attaquer de ce co-
té I'identité decouverte entre la force vive M wn & l'effort @, ne fe-
roit que de pures chicanes,

XX.
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- XX. Mais ayant démontré l'identité entre I'effort & la force
vive feulement pour le cas, ou un feul corps f¢ trouve en mouve-
ment, on aura lieu de doutzr fi la méme identite [ubfifltera, lorsque le
mouvement renferme plufieurs corps liés entr'eux d'une maniere quel-
conque, qui conftituent un corps fléxible, ou méme fluide. Mais au(f
dans ces cas, quelque compliqués qu'ils puiflent étre, je foutiens
que la fomme des foraes vives de tous les elémens du corps fe réduit
toujours a la fomme de tous les efforts, auxquels tous les élémens
fonc aflujettis en méme tems. Pour prouver cela il fullira de confi-
dérer feulement deux corps M & N, attachés enfemble par le moyen
d'une verge M N, qui les tient toujours a une diftance donnée ; de
forte que le mouvement de I'un dépend de celui de l'autre.  Enluite,
pour ne pas trop embarraffer la démouritration, je ne confidérerai
qu'un feul centre de force V, auquel ces deux corps foient attirés ;
& on verra aifément que la méme démonitration s"étend, tant a autant
de corps liés enfemble qu'a autant de centres de forces qu'on veudra,

XXI, Soient donc les diftances MV —x & NV — y, dont
les deux corps font éloignés du cencre V dans l'inflant prefent,  Soit
X une fonftion quelconque de x, qui exprime la force accéléracrice,
dont le corps M'eft attiré vers V, & une fonétion femblable de y qui
foit — Y exprimera la force accéiératrice, dont l'autre corps N eft
aitiré vers V. Donc, pofant M & N pour les malles des deux corps,
les forces morrices, dont ils font atcirés au poinc V, feront M X &
NY : & partant les efforts fur les corps feront, fuivant la défizition
cue j'ai donnée, M Xdx & /NYdy, oubien M/ X/x & N/ Vdy
a canfe des maffes conftantes. Donc, pofant la fomme des efforts
=— &, nous aurons ® =M /X dr 4+ N/Y 4y.

XXII, Soic maintenant la vitelle du corps en M — », & celle
du corps en N — 1, avec lesquelles ils parcourront pendant I'élément
du tems 4¢ les efpaces M m & N, & nous aurons Mm—=rnde &
Na#—wvd¢. Qu'on tire des poinrs 7z & » aux lignes VM & VN

42 les
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les perpendiculaires m x & »y, pour avoir Max —— = dx &
Njy— ~dy: &laforce centripete fournira

. M _ MXdwxy,,
pour le corps M la force tangentielle — M MX—- — =y
pour le corps N la force tangentielle — ;—i‘ NY—-— ?‘? Or

les denx corps érant liés enfemble par la verge MN, cette verge fe
trouvera dans un certain degre de tenfion, quifoic — T, & dont el-
le actirera les deux corps enfemble, pour les maintenir dans la diftan-
ce donnée. afin qu'il foic m» — MN. Dong, tirantde Ma m» & de
Na MN les perpendiculaires Mp & #g, onaura mp — Ng, & la

force T agira fur le corps M avec la force tangentielle — ~ El—i « T

— 1—;:’—;0 puisqu’elle tend aretarder le mouvement, & fur le corps
. — Ng . T.Ng__ T.mp
N avec la force tangentielle — Ng' & = i = udr "

XXIIL En tout donc le corps M fera follicité par la force tan-

gentielle — — M—KE:-;}—T—'E , qui étant multipliée par I'élément

du tems 4 ¢ doit étre égalée a2 M J », d'ol nous tirons
tMudu ——MXdx—T.mp.

De méme maniere I'autre corps étant follicité par la force tangentielle
NYdy—<T.mp
vdt
étre égalé a 2 N 4 v, ce qui fournit cette égalicé:
eNvdv=-NYdy—-T.mp

y linous la multiplions par 4 ¢, le produit doie

Ajou-
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Ajoutons maitenant ces deux égalités enfemble pour avoir:
oMudu—+2Nvdv=-MXdx—Ydy

dont I'intégrale fera:
Mus—~+ Novo—Conft. =M/ Xdx=N/Ydy
oubienacaufede @ = M/ Xdx 4+ N/Ydy
Mu##—4 Nvv—=— Conlt. — Q.

XXIV. Iciileft évident que M # » & N v v expriment les for-
ces vives de chacun des deux corps, de forte que la femme des forces
viveseft égale a Conft. — D, oulimplement a— @, y comprenant la con-
ftante; & parcant la fomme des furces vives & la fomme des efforts a
chaque inftanc font exprimées par la méme formule. Dong, fi dans
la pourfuite du mouvement la formule /O 4 ¢ elt un maximum ou
minimum, comme le principe d'équilibre de M ae Waup renss exige,
c'eft abfolument la méme chofe, que i/ M wuds 4/ Nvvds ou
S Mu Mm — [Nv. N»n devoit étre un smunimurm OO0 maximum,
Or M. M m marque felon M. de Maupertuss la quanueé d'ation du
corps M & Nu, N# celle du corps N pendanc le tems d¢. Par con-
féquent les deux principes de M. de Mauperenis fonc aufli parfaice-
ment d'accord, méme dans la plus grande ctendue,

XXV. Voila donc une démonftration accomplie de l'identité
des deux principes de Mr. de Maupercuis, d'ou l'on voit que I'un eft
une confequence néceflaire de I'autre, & qu'ayant prouve la verité de
I'un, l'autre en eft également mis hors de doute. On conviendra auffi
aifément, que comme )'ai dérivé le principe de mouvement de celui
de repos, celui cy doit aufli étre une fuite de celvi-la; quoique la
dé nonftration devienne plus embarraflée, Car, fi I'on veut pafier du
mouvement au repos, on doit fuppofer le mouvement infiniment pe-

tit, ce qui caufe de grandes brouilleries dans la confidération des vi-
Z 3 telles
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tefles infiniment petites, & des efpaces qui en font parcourus dans un
tems infiniment petit, lequels feront exprimés par des differentiels du
fecond ordre, Mais ayant démontré I'identité de ces principes, on
n'a qua fe fervir de l'idée de I'efforc dans les cas d'équilibre, & on
fera affeuré qu'elle revient an.méme, que fi I'on éroit entré attuelle-
ment dans le déaail du mouvement infiniment petit.

XXVIL Tout revient donc a prouver la verité do principe de
repos, apres quoi celle du principe de mouvement ne fauroit plus
érre revoquée en doute.  Or, outre que M. de Manu/ ertiis lui- méme
en a donn¢ une demonftration forc folide, il en a aufli confirmé la
vérité par I'application a plufieurs cas, ou il a faic voir que I'équilibre
eft tovjours parfaitement bien d'accord avec fon principe. Et moi,
ayant cherch¢ les formules, qui font un sz ou saiimnn dans
les figures, que prennent toutes fortes de corps, tant {léxibles qu'éla-
ftiques, & méme fluides, etant follicicés par des forces quelconques, ces
formules renfermerent toujours exaltement ce que je viens d'expri-
mér par le terme d'effort.  Tout cela enfemble tiendra donc lieu d'u-
ne parfaite démonitrzcion de ce principe, deforte qu'il ne fauroit plus
refter le moindre doute fur fa vérité. Or ces méme preuves renfer-
meront aufli la démor.firation de I'autre principe du mouvement, qui
eit intimement lié avec celui de l'équilibre.

XXVIL. Maisil y aplus: ce principe de!'équilibre eft non feu-
lement parfaitement bien conftsté, maisil nous conduit tout feul a
toutes les recherches qu'on a faites jusqu'ici dans la Statique, ou Dy-
namique, de forte que par le moyen de ce feul principe toute la Scien-
ce de I'équilibre pourroit étre expliquée dans toute fon drendue, fans
qu'onait befoind'y emplover quelque autre principe que ce {vit. Cela
elt dautant nlus remarquable, qu'on fait que jusqu'ici on s'eft fervi
de quelques principes bien d:ff.rens pour dérerminer tous les differens
cas de I'équilibre; car la maniere, dont on explique ordinairement la
décompeiition dcs forces, fuppole d'autres principes que ceux dort

on
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on explique la nature du levier. Il fera donc toujours trés impartant
de découvrir un principe, qui feul eft capable de fournir tous les dif-
ferens cas d'¢quilibre, qu'on traite dans la Dynamique.

XXVIIL Donc fi cette grande prerogative convient au princi-
pe de M. de Maupertuis, il n'ya aucun doute, que ce principe ne ren-
ferme quali I'effence de toutes nos connoiflances dans la Science de I'é-
quilibre, & qu'il ne doive dtre regardé comme la véricable bafe de
cette Science, & comme la plus facrée loi de laNature. De plus il
faut aufli comber d’zccord, que ce méme principe eft la plus heureufe
& la plus importante découverte, qu'on zit jamais fait dans cetee Scien-
ce, puisque jusqu'ici on n'a pu produire un tel principe, quifuc
commun a tous les cas d'équilibre en général. Or ce qui merite fans
doute la plus grande attention, c’eft que ce principe nous découvre en
méme tems, pour ainfi dire, la véritable intention de la Nature, qui eft
d'agir avec les moindres dépenfes qu'il eft pofiible.

XXIX. Je crois donc que l'importance du fujet exige, que je
falle voir, comment méme tous les prémiers ¢lémens de la Dynami-
que découlent trés naturellement de ce grand principe de la Nacure,
en vertu duquel aucunes forces ne fauroient fubfifter en équilibre, a
moins que la fomme de leurs efforts ne foit la plus petite. Cela con-
tribuéra fans doute beaucoup plus a mettre ce principe dans tout fon
jour, & a en faire voir la généralité, que n'a fait fon application a des
cas plus difficiles, que jai traiceés dans mes Mémoires fur cecte matie-
re dans le IV. Volume de nos Mémoires. Par ce moyen on verra
avec plus d’¢vidence, que toute la Dynamique, & partant auffi la Me-
canique, font fondées fur ce feul principe, & en peuvvent étre expli-
quées, fans qu'onaic befoin de recourir a d'autres principes.

XXX. Je commencerai donc par le cas, ou plufieurs forces font
appliquées a une point, & je montrerai que le point ne fauroit éere

en équilibre, a moins que la fomme des efforts ne foic la plus pe-
tite.



Fig. IV.

e 184 B

tite. C'eft de la qu'on dérive communément le grand principe de la
décompofition des forces, qui eft de la derniere conféquence par
toute la Statique, & les autres Sciences qui en dépendent.  Je ferai
donc voir que ce principe fondamental n'eft qu'une conféquence tres
naturelle du principe univerfel de I'équilibre de M. de Manpertuis,
Pour cet effet je fuppoferai les forces, qui agiffent fur le point en ques-
tion, conftantes, puisqu'on ne s'étend poinc dans les élémens a des
forces variables.

XXXI. Soit d'abord le point O follicité par deux forces O A,
O B, vers les points fixes A & B, par le moyen fi 'on veut de deux
poids, quilui font attachés par des fils AO & BO, & qui en dépen-
dent fur des poulies pratiquées en A & B. Soit A la force oule poids
qui tire fuivant O A, & B celui qui tire fuivant OB; qu'on nomme la
diftance OA — x & OB — 3, & l'effort dela force Afera — fAd x
— A x; & celuide laforce B—=/Bdy—Bjy Doncen vertu de
notre principe le point O ne fauroit étre en repos, a moins que la
fomme desefforts A x -+ B y ne foit la plus petite qu'il eft poffible.

XXXII. Ayant tiréla droite AB, qu'on y mene dupoint Ola
perpendicuizire OP, & foit AB —«, AP —s, OP—z; doul'on
aura BP—a—s, &partant x = V' (zz+s5) &y =V (2z+ (a—s5)?).
11 faut donc que cette formule foic un wimsmum ;

AV (sz=4s) 4+ BV (224 (a—1)?2)
laquelle contenant deux variables z & s, il eft clair qu'a I'égard de z
elle ne fauroit devenir plus petite que lorsque z — o, car fi I'on dif-

ferentie la formule propofée en ne fuppofant que 2 variable, & quon
merte le differentiel —— o, on aura

Azdz [ Bzd:z
V (2z24=s55) ' V(zz==(a—1s)*)

¢ ou bien z—o.

XXXIIL,
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XXXII. Pour le cas d’équilibre il faut donc d'abord, qu'il foit
2= o: foit donc OP —=2z—o0, & notre formule deviendra
—As—+B(a—ys); & pour qu'elle foit un minimum, il faut que
Ads —Bdsr—e, ou A—B. Donc deux forces appliquées au
point O ne fauroient écre en équilibre, 2 moins que leurs dire&tions
ne foient oppofées entr'elles, & que les forces mémes ne foient égales.
Voila donc déja le premier cas de la Statique immédiatement déduit
de notre principe, par lequel on fait, que pour que deux forces foient
en équilibre, il faut qu'elles foient égales & contraires entr'elles.

XXXIV. Confidérons maintenant le cas de trois forces O A,
O B, & OC, dont le point O foit follicicé, & que ces forces foient ex-
primées par les lettres A, B, C. Pofant donc les diftances O A — x;
OB —y; & OC —z, les efforts de ces trois forces feront:

fAdx—=Ax; fBdy—By; & fCdz—Cuz.
Donc il faut que Ax =~ By -~ Cz foic un minimum. D'on I'on
voit d'abord comme cy -deffus, que cela ne fauroit arriver, a moins
que les points A, B, C & O ne fe trouvaflent dans le méme plan; car
fi le point O étoit élevé au deflus du plan A B C, l'expreffion
A x - By -~ Cz feroic plus grande, que i le point O fe trouvoit
dans le méme plan.

XXXV. Puisqu'il fant donc, qu'il foit Adx —4~Bdy—4-Cdz =,
fuppofors que le point O foit transporté infiniment peu en ¢, pour
conclurre de ce changement les valeurs differentielles /.x, dy & d 'z,
Pour cet effet foit 'angle AOB —p; BOC—y; & COA—r,
de forte que p —— ¢ =+ r — 4 angles droits. La direftion du chan-
gement infiniment petic O ¢ €tanc arbitraire, qu'il foit pris fur la droite
V Oo, & nommant I'angle AOV — w, on aura l'angle BOV —=
w—+p, & COV —w—=p—=¢. Donc, pofant l'intervalle in-
finiment petit O 0 — 40, on aura les differenciels:

dx—docofw; dy—=dacof (w—-p),dz—do cof (w—4p —+¢)
Mim. de [ dcad, Tow, V11 Aa XXXVI.

Fig. V.
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XXXVIL Donc pour le cas d'équilibre nétre principe exige
qu'il foit :

A cof w4 Beof (w—4p) 4 Coof (w—-p—4-9) =0
quelque valeur qu'on donne 2 l'angle w, Or le dévelopement de
ces cofinus donnant :

Acofw —— Beofwecofp —f= Ccolw col(p —{—fj}_

— Bfinwfnp — Cflinwfin(p—4-7) -
il faut qu'il foit f¢parément
& A—+4Beofp 4 Ccof(p—-g) o
& Bfinp 4 Clin(p—4-g) —o

XXXVIL Or, puisque p 4~ ¢ — 360° — r, on aura fin
(p=+g) — — fin r ; & partant la derniere égalité donne

Bfinp— Cfinr—o¢ ou B: C—finr: finp.

Ainfi pour le cas de I'équilibre, il faut que la force O B foit a la force
C O, comme le finus de I'angle A O C au finus de I'angle AOB. Ou
bien les trois forces doivent écre entr'elles, comme les finus des an-
gles oppofés ; car ce qui vient d'étre demontré pour les forces B&C,
aura auffi lieu pour deux autres quelconques comme A & B, &e.
A &C, '

XXXV Si cela paroifloit encore douteux, on n'auroit qu'a

tirer de I'équation B finp — C fin », ou la valeur de B — C fin r

finp
B finp : . :
ou C= ——=, & la fubftituer dans la premiére égalité : laquelle
B — Choy fe changera en cette forme :
pofant B = 55> ¢ coang '

A+
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C fin r cof
A4 o7 4 {= Ccofl (p—4-¢q) — o

Or i caufe de p—4~4 — 360°~r, onacofl (p—4¢) — cof r; donc
I'équation deviendra €rant multipliée par fin p :

Aflinp 4 C(finrcolp ——cof7finp) =0 ou
Afinp—-Clin(p—~~r) —o; & puisque fin(p—r)—~ling on aura
Afinp—Cfing — o, donc A: C=fing: finp.

XXXIX. Que les lignes OA, OB & OC foient prifes pro-
portionelles aux forces mémes, & ayant prolooge la ligne CO de
I'aucre c6té jusqu’en E, de forte que O E — OC, on verra aifément
que cette ligne O E fera la diagonale du parallelogramme AB formé
des deux corés OA & OB. Car puisque AO: BO = inBOE:
fin AOE, il fera auffi

AO: BO=/inBOC: finAOC
Enfuite dans le triangle AOE on aura :
OA: OE—(in AEO: imOAE—finBOC: finAOB

d'ou l'on voit que OE feraégal a OC,

XL. Donc, pour que trois forces OA, OB, OC, appliquées
au point O foient en ¢quilibre, il faut qu'ayant formé de deux quel-
conques OA & OB le parallelogramme AOBE, la troifitme OC
tombe fur la produétion de la diagonale E O, & qu'elle lui foit égale.
Or cette force O C érant en équilibre avec les forces OA & OB,
feroit auffi en equilibre avec la force OE, qui lui eft égale & contrai-
re ; donc, puisque tant les deux forces O A & O B que la feule for-
ce OE font contrebalancées par la méme force O C, il s'enfuit, que
la force O E eft équivalente aux deux forces O A& OB. Voila donc
sufli le grand principe de la décompofition & de I'équivalence des

forces, fur lequel eft fondée presque toute la Dynamique, qui eft
Aa 2 une

Fig. VI.
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une conféquence néceflaire du principe général de repos &
d'équilibre,

XLI Ceméme principe nous conduit auffi d’abord au critére,
dont on fe fert ordinairement pour connoitre l'état de I'équilibre,
lorsque plufieurs forces agiffent fur le point O, lequel, quoiqu’il fe
déduife aifément du principe de la décompolition des forces, dé-
coule immédiatement de nétre principe, fans que nous ayons befoin
de fuppofer ce que nous venons de trouver. Soient donc appliquées
au point O autant de forces OA, OB, OC, OD &c. qu'on vou-
dra, quifoient indiquces par les lettres A, B, C, D, &c. & po-
fant les angles AOB—p; BOC—4; COD—r; DOA—s fi
nous tirons par O une ligne quelconque V Z, & que nous nommions
I'angle AOV — w, nous trouverons pour le cas de I'équilibre, tout
comme il a écé trouvé pour trois forces, cette égaiité,

Acofw+ Beof (w4 p) 4 Ceof (wt p—4) + Deofl (wiptg+r) —o

& quelque grand que puifle étre le nombre desforces, on parviendra
toujours 2 une équacion femblable.

XLIL. Que les lignesO A, OB, OC, OD, foient prifes pro-
portionelles aux forces mémes A, B, C, D, de forte que les for-
ces puiffent étre exprimées par des l:ignes droites : & qu'on cire des
points A, B, C, D, fur la droiteV 4, les perpendiculaires A#, Bé,
Ce, Dd; &l eft clair qu'on aura
0 4= 0Acofw; 0/ =~ OBcof{w—4-p); Oc=~0Ccollw—4p—4-4);

O4d = ODcofl (w—p—~4g—+r)
Donc I'état de 'équilibre exige, qu'il foit :
Os — 06 — O¢c 4+ 0d —»

ou bien que la fomme de intervalles Os -~ O4, qui tombent d'un
coté
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¢dté du point O fur la droite VZ, foit égale a la fomme des inter-
valles O 4 - O¢, qui tombe de l'autre coté,

XLIII. Puisque I'angle w peut étre pris 2 volonté, qu'on pofe
90° —~ w au lien de w, & puisque les colinus fe changeront en des
finus, on aura pour l'état de I'équilibre ;

Afrw—Bfn (w~-p)—+-Clin(w—=p—-g)—-Din(w +=p—-g—r) —o

Or nommant comme auparavant I'angle AOV —w, les perpendi-
culaires feront :

A«—OAfrw; B6—=OBfin(w—+4p); Ce—==0Cfhin(w4p+9)
&Dd = = OD fin (& —~-p—-g—47)

& partant nous aurons :
ﬁn-{—ﬂﬁ—-cr—ﬂd‘:t

De forte que la fomme des perpendiculaires A4 ——B4, qui fe trou-
vent au deffous de la ligne V Z, doit toujours érre égale 2 la fomme

des perpendiculaires C ¢ -4~ D 4, qui tcombent au deflus,

XLIV, Voila donc les deux principaux caraftéres, dont on
juge ordinairement de I'érat d'équilibre d'autant de forces que ce foit,
qui agiffent fur un point donné ; & qu'on déduit communément de
la décompofition des forces. Mais ils font, de méme que la décom-
pofition, une fuice immédiate de notre principe général.  Je pourrois
de la méme maniére faire voir, que ce principe fournit aufli les con-
ditions connués, fous lesquelles quatre, ou plufieurs forces, dont les
dir. &ions ne feroient pas dans le méme plan, fe trouvent en équilibre ;
mais comme cela demanderoit des figures trop compliquées, je m'en
pourrai paffer d"autant plus aifément, qu'on peut déduire ces condi-
tions de la décompolition ordinaire, qui étant déja une conféquence
du principe général, il n’y a nul doute, que tous les cas plus com-

pliqués ne le foient aufh.
Aa 3 XLV.
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XLV. Je pafle aux proprictés du levier, pour montrer qu’elles
font également une conféquence néceflaire de nétre principe. Soit
donc P Q un levier droit, mobile autour du point O, aux deux bouts
duquel P & Q foient appliquées les forces PA & QB, dont les di-
reftions foient d'abord perpendiculaires au levier, Pofanc donc ces
forces PA — A & QB =B, &les diftances PA— x & QB — .
les efforts feront Ax & By, dont la fomme Ax - By devant
étre un minimum, il faut qu'il foit Adx - DBdy —o. Que le les
vier change infiniment peu de pofition en pO ¢, & on aura Jx — Pp
& dy=—-Qy; doulonaura A.Pp—B,Qy—0, ou A:B=Qy:
Pp. Or Qg: Pp—0OQ: OP; & partant lesforcesA: B—0Q: OP
ou A.OP — B.0Q, ce qui eft la propriété principale du levier.

XLVI. Mais, fans fuppofer cette propriéeé principale du levier,
nous pourrons d'abord tirer immédiatement de ndcre principe la
theorie générale du levier, de quelque figure qu'il foit, & de qucl-
ques forces qu'il foit follicitc. Soit donc propofé un levier courbe
quelconque PROS Q, mobile fur fon appuy O, auquel foient appli-
qudes les forces PA—A; QB—B; RC—=C; SD—=D; felon
des dircfiions quelconques, Qu'on tire du point O aux points d'ap-
plication de ces forces les droices OP, OQ, OR, OS, & foient
les angles :

APO—a; BQO=(F; CRO=y; DSO=4¢
De plus prenant dans les direftions des forces a volonte des points
fixes A, B, C, D, foient les diftances :

AP —p; BQ=y¢; CR—r; DS—=¢

& la fomme des efforts de ces forces fera—Ap +Bg—4-Cr 4D
Donc pour I'érat d'¢quilibre on aura: Adp 4 Bdg 4 Cdr -
e =

XLVIL
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XLVII. Pour trouver le rapport de ces differentiels, qu'on
congoive le levier tourner infiniment pew autour du point O, de
forte qu'il parvienne dans la ficuation pr O 5 g, ayant changé d'un
angle infiniment petit—— 4 w. Par ce mouvement les points P,Q,R,S,
décriront autour du point O des arcs de cercles Pp — OP. dw;
Qs =0Q. dw; Rr —=OR.Jdw; Ssr—=0S8.dw. Qu'on décri-
ve aufli des centres A, B, C, D les arcs de cercles Pa; g4;
Re; sd. Maintenant I'angle AP O étant — a, & lesangles AP«
& OPp droits I'angle pPa fera — 180°—«, donc fin pP2 — fin .
& parantap —dp — Ppiine — OP. dw. finw: & de la méme
maniére on aura ¢r — dr —Rrfiny — OR.dwfiny. De l'autre
coté ayant l'angle BQO == f & OQg=—==—=y¢y0° on aura
7Qb— B - 90°, & Qgb—=180°~ B: donc fin Qg é—fir f5,
& partant Q/ =~ Jg = Qg lin B = O Q. dw fin3: & pareiile-
ment on obtiendra Sd — —ds = S8sfind = O §, dw fin d.

XLVIHIL Ayant donc :
dp — OP.dwha; dr—OR.cwhy; dg—-0QMmf; ds—-0 S.cwd,
nous trouverons pour le cas d’équilibre, en divifant par dw cette
équation ;
A.OP.fine 4 C.OR.finy = B. OQ finf8 -~ D.OS.fin ¢
Or on faic que A. OP. fin & exprime le moment de la force PA fur
le point O, & partant le contenu de cette équation eft , que la fom-

me des moments d'un coté des points d'appuy O eft ¢gale a la fomme
des momencs de l'autre coté : & Ceft en quoi confifte toute la doétri-

ne du levier.

XLIX. Le plan incliné fournit auffi dans la Statique un fujet,
qui demande un dévelopement particulier ; mais qui fe déduic auffi
immédiatement de nicre principe.  Soit EF un plan incliné fur la

bafe horizontale FG; fur lequel foit un corps O, foutenu par une for-
ce,
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ce, quife tire felon la dire@®ion OB; & on demande les e¢onditions
fous lesquelles le corps O [e trouvera en équilibre.  Soit I'angle de
Yinclinzifon du plan EFG — y; & l'angle BOE, que fait la di-
reftion de la force OB avec le plan incliné FE, —J; le poids du
corps O, ou la force done il eft follicité en bas felon la verticale
OA—A, &laforce OB, qui le foutient — B. Qu'on nomme
donc la diftance OA =+ & OB —y; & la fomme des efforts de
ces deux forces fera — A.x —— By, qui doit étre la plus petite, &
partant A dx -~ Bdy —o.,

L. Que le corps O change infiniment peu de pofition fur le plan
incliné, & qu'il parvienne en o, étant avancé par l'efpace, Oo—/d"s.
Qu’on tire du point ¢ fur O A la perpendiculsire 02, & de O fur Ba
Ia perpendiculaire O/, & aprés ce changement il eft clair, qu'il y
awrsO g ——dx & o6 =dy. Ora caufe de I'angleO 04—7y on
aura Og —dsliny, &Ilangle Oop) — EOB — d donnerasb —ds
cofl d, deforte quedr —=ds finy & dy —=drscofd. Donc pour
I'état d'équilibre il faut, qu'il foit Adsfiny <4~ B d s cof § —o, ou
Afiny —Bcofd; oulaforce OB fera au poids du corps O comme
le finus de I'élévation du plan incliné au cofinus del'angle EO B, que
fait la direftion dela force O B avec le plan incliné : & cewe mdme
proportion fe tire des principes ordinaires de la Statique.

LI, Celapourroit fuffire pour faire voir, que tous les cas d'équi-
libre, qu'on explique dans la Statique, découlent trés naturellement
de notre principe général, de forte que par fon feal moyen toute cet-
te Science pourroit écre parfaitement achevée. Or je remarque de
plus, que ce principe fournit les conditions requiles al'équilibre, trés
fouvent beaucoup plus promtement que les principes ordinaires.
Car, lorsque le cas eft fort compliqué, on doit en fuivant les principes
ordinaires confidérer dans chaque combinaifon les forces, dont les
parties agillent Fune fur l'autre, ce qui doit fe faire par la décompo-

fition
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fition des forces. Mais en employant notre principe général, on
parvient au but, fans avoir befoin de tous ces dezails.

L1I. Pour nous convaincre entiérement de cet important avan-
tage, foit renfermée dans laCaille EF GH une Machine quelconque,
compofée d'autant de pieces que I'on veur, fans que nous en fachions
méme la conftrultion. Que cecce Machine foit employce a vaincre
une certaine réfiltence, par le moyen d'une force AP, qui s'appliquea
la Machine; or la force de la réfiftence foic repréfencée par B Q:
foic la premicre — P & celle-cy — Q. Soient de plus les diftan-
ces AP—ux3; DQ—y, & en vertu de nbwre principe ces deux
forces ne fauroientérre en €quilibre, a moins que la fommedes efforcs
Px — Qy ne (oic la plus petice, ou Pdx -+ Qdy —o. Or pour
avoir le rapportdes differentiels dx & 4y, fuppofonsque la force AP
avance par I'efpace Pp, & qu'en méme tems la réfiftence B Q cede
par I'efpace Q¢ ; cela pofé on aura dx — Pp & dy—~ Qg: donc
dans le cas d'¢quilibre il y aura P. Pp —= Q. Qg.

LIII. Voici donc le principe général de toutes les Machines,
qui découle immédiatement du principe univerfel derepos; or, quoi-
que ce principe foit déja connu il y 2 longtems, il faut remarquer,
qu'on I'a conclu d'un grand nombre de cas particuliers, & que per-
fonne n'en a encore donné une démonftration rigoureufe : de force
qu'on peut plueot foutenir, que ce principe tire fa certitude de notre
principe univerfel. Mais peut-étre me voudroit-on objefter, que
le principe général d'équilibre n'eft pas réellement different de ce
principe général de toutes les Machines ; & puisque celui- ci eflt depuis
longtems connu, On revoquera fous ce pretexte en doure la nou-
veauté de celuy - la. Comme c'eft l'unique endroit, ou I'on puille atta-
quer ce grand principe de M. de Mauperituis, il fera bon de prévenir
cette objettion.

Or je remarque d'abord, que le fujet du principe de Mécanique,
d'ou l'on explique I'étac d’équilibre de toutes les Machines, eil en-
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ticrement different du fujet du principe général de repos ; car celui-
la roule fur I'égalité des produits qu'on trouve, lorsqu'on multiplie
d’un cote la force mouvante, & del'autre cote la réfiftence, parl'efpa-
ce qu'elles parcourent, la Machine étant mife en mouvement; au
lieu que celui-ci exige un nrnimum dans la fomme des efforts. En
fecond lieu, le principe des Machines ne s’étend que fur deux forces,
dont 'une met la Machine en mouvement, & l'autre eft celle de la
réfiftence, qui s'oppofe au mouvement: tandis que le principe
geéneral de repos eft applicable a autant de forces que ce foit. En
troifieme lieu, le principe des Machines fuppofe les forces conftantes,
pendant que l'autre principe s'étend a des forces variables felon une
loi quelconque. Par conféquent, ce principe ayant tant un fujet tout
a faic different, qu'une étendul infiniment plus grande, ne fauroit en
aucune maniere érre confondu avec l'autre ; & partant fa nouveauté ne

fauroit étre révoquée en doute,

LV. Mais outre cela on eft abfolument obligé d’avouér, que
ce principe des Machines eft fort borné, quelque général quiil pul[ﬁ:
paroitre d'ailleurs, n'étanc applicable qu a des Machines, ou il s'agit
de I'équilibre entre deux forces, I'une mouvante, & lautre réfiftente -
& perfonne ne s'eft encore avifé de déduire de ce principe les cour-
bures des corps fiéxibles, comme celle de la Catenaire, & ercore
moins des corps ¢€laltiques, fans rien dire de'lafigure des corps fluides,
qu'ils doivent prendre étant follicités par des forces quelconques. QOr
j'ai d¢ja fair voir, que toutes ces figures fe découvrent treés heureufe-
ment par lemoyendu principe général de repos de M.de Mauperiuis;
de forte qu'on a toutes les raifons poflibles de regarder ce principe
comme la plus importante découverte dans la Mecanique.

LV] Dans tous les cas d’équilibre, que j'ai examinés jusqu’ici
par le moyen de ce principe, la fomme des efforts eft fans contredit
un miénimuns ; mais il y a auffi des cas d'équilibre, ou la fomme des
efforcs devient un maasmum, Car il faut remarquer que les forces fe

doivent
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doivent néceflairement foutenir en’ équilibre dans I'un & I'autre cas;
auffi bien quand la fomme de leurs efforts eft un maximum, que quand
elle eft un maximum, Mais I'équilibre qui réfulte du cas du maxi=
mum , elt d’'une nature tout a faic differente de celui, qui renferme un
minimum ; il'y a a peo pres laméme difference, que lorsqu'un cone
repofe, ou fur fa bafe, ou fur fa poince, ou l'un & l'autre cas eft pos-
fible ; & le premier répond au minimum , & l'autre au maximuns.
LVIl. Comme la methode eft la méme, foit qu'on veuille
chercher le ma:iumm ou le minimum, notre principe général nous
conduit également aux €quilibres de I'une & de l'autre efpece, quoi-
qu'ils folent elfenciellement differens entr’eux.  La difference eft la
méme que celle qui fe trouve crtre les deux fituations mertionnées
d'un cone ; car un £quiiibre qui réfulte d'un wiinimum eflt d'une celle
nature, que lorsqu'il fonffre o changemenc infiviment petit, il fe ré-
tablit de i m&nic o au lisw qu'un équilibre, ou la fomme des efforts
elt un maismum, ne fe réablit poine aprés un tel changement, mais
s'en ¢loigne plucor de plus en plus: tout comme un cone, qui repo-
fe fur fa pointe, tombe enticrement, des qu'on y rouche tane foit peu.
LVIiL. Pour donner un exemple ou l'effort elt un maximum,
je me fouviens d'un cas fingulier, qui m’a été propofe autrefois. CD
eft une muraille fixe, contre laquelle il fauc appuyer le levier A B, en
forte qu'éeant foutenu fur un point O fixe, & follicité en A par un
poids P, il demeure en ¢quilibre. On fuppofe tant la muraille que
le point parfaicement poli, de forte que le levier puiffe glifler libre-
ment fans y rencontrer le moindre frotrement; on fuppofe auffi, quand
on veut, le levier defticué de pefanteur, de forte qu'il n'y aic point
d'autre force, que le poids P, dont il foit follicicé : car il feroit aifé
de ramener a ce cas celui, ou le levier feroit auffi pefant. Ce cas,
qui d'ailleurs n'eft pas fi2if¢ a réfoudre par les principes ordinaires
de la Mecanique, elt remarquable par certe circonftance, qu'il peut
étre employé a trouver deux moyennes proportionelles entre deux

lignes données.
Bb 2 LIX.
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LIX. Soitdonclalongueurdulevier AB —4, la diftancedu pi-
vot O a la muraille O E — §, le poids ou la force, dont le bout A
eft tir¢ en bas — P: ou, ce qui revient au méme, fuppofons que le
point A foit tiré par cette force au point fixe F pris dans laligne EOF,
Pofant donc la diftance AF — z, l'effort fera — Pz, qui devant étre
un maximum, donne Pdz oudz=—o: car il eft évident, que la diftan-
ce A F ne fauroit étre mife un mnimum , attendu que plus le bout B
glifle ou en haut ou en bas, la diftance A F peut devenir plus petite,

LX. Pofonsdonc, pour découvrirce cas d'équilibre, la partie du
levier entre la muraille & le pivot OB — x, & a caufe de OE — 3,
onaura BE—=7V (xx~4/). Donc, puisque AO = 4—.x,0naura
OB: BE—=OA: AF, &partant:

AF—=z— = ‘*}Vf” )2 V(A-;-.;&;_V(.fx-m, d’oli I'on tiré :

d o — .ﬂ&&d.r xdx _ d’a—fnﬂfr x3)
L= XXV (xx—bb) ~ V(za—66) — xxV (xx—56)

It faut donc qu'il foit + 7 — 264 oux —1)alb: ou bien la partie
OB fera la premiere des deux moyennes proportionelles entre les
lignes OE& AB.  Or cette méme foluion fe tire aufli des princi-
pes ordinaires de Mécanique.

LXI, Mais n'ayant confidéré jusqu'ici que des forces conftan.
tes, )'ajouterai encore un mot fur des forces variables, & en particu-
lier fur la force des reflorts, en quoi fera contenué la régle de M. Ber-
wonlli que jai expliquée dans mes Mémoires du Vol. 1V. des Mém,
de I’Academ. pour trouver les efforts des forceselafliques. Soit donc
A O un levier mobile autour du point O, qui foit attaché au platfond
fixe OB par le moyen d'un reflort EF bandé en arc de cercle du cen-
tre Os & fuppofons que la force de ce reflort foit proportionnelle a
'angle BO A, de forte que le levier en foic toujours follicit¢ perpendi-
culairement au point F. Soit enfuite ce méme levier tiré en bas au

point
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point A par une force conftante A P, & on demande les conditions,
fous lesquelles ce levier fera en €quilibre,

LXIL Soit la ligne O B horizontale, A P verticale; & pofant la
force AP — A &la diftance A P — &, prife du point A a un point
fixe P dans 12 méme direftion; l'efforc de cette force fera — A x.,
Mais pour I'effort de la force du reflort, foic 'angle BOA — @, & la

5 E
force du reffort dans cet etac —— T$ » fuppofant fa force pour un an-

gle conftant a——E. Soit de plus l'intervalle OE = OF =/ Or
pendant que le levier avance un peu de l'angle infiniment petic
AO s— dQ, lereflort fera étendu de plus par I'efpace F f— fd].

Nous aurons donc une force — E—u? a laquellerépond I'dlement d'es-

pace fd @: donc fon effort rm:f%f . fa“f:p:!':if. ¢ Q.

24

LXINl. Ayant donc la fomme des efforts — A x - :l-i—r . Q0

E
pour I'état d'équilibre, il faut qu'il foit A 4 x - Ef Pd@ —o.
Or le levier étant parvenu dans fon éeat voifin O 4, le point A fera
transporté en 4, par l'arc A 2= a4 4, pofant la longueur du levier

O A — 4, & tirant la ligne horizontale « p, nousaorons d x —— A p:
mais I'angle 2 A p étant — BOA = @, onobtiendra Ap — 24P

cof P, d’ou nous tirons:

— A adQcolP4 l—ifipa’@:a, ou Aacol®— ?:p.
Orileftévident que c’eft la vraye conditionde I'équilibre, car A £colQ
exprime le momentde laforce AP —A fur le poiot O, & ?ﬂ)::

Bb g EQ.
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P."'?.{p . f le moment de la force du reffort, lesquels moments doivent

étre égaux entr'eux.
LXIV. Delaon voit réciproquement que l'effort du reflort,

que nous venons de trouver — i—-: . @@, eftjuftement exprimé; &

partant on en feraaufl affeuré de la juftefle de la régle de M. Bernon/’s,
que j'ai expliquée dans mes Mém. allégués, pour trouver l'efforc de l'é-

lafticité dans les courbes élaftiques. Car ]—Zf exprime ce, que j'y ainom-

mé 'élatticicé abfolue, & puisque I'angle BOA — @ y eft infiniment
petit, il fera proportionnel réciproquement au rayonde la développée;
lequel donc étant pofé —r, I'efforcde 'élatticicé fera exprimé en forte

\% , prenant C pour la jufte quantité conftante; & c'eft précifément
ror
I'expreffionde M. Dernonlii dont je me fuis fervidans I'endroicallégué,

SuRr
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