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MOTV TAVTOCHRONO
. PENDVLORVM COMPOSITORVM.

AVCTOKE
L. EULERO.

§. 1.

Etﬁ Theoria motus pendulorum., quie a Viro furamo
Hugenio primum felicifime eft expofita , Mechani-
cam amplifimis atque viiliffimis inuentis Jocupletauit ,
tamen iam fatis conftat , modum , quo motum pendulo-
rum in horologiis ope cycloidis ad vniformitatem reno-
care eft conatus, in praxi ad fcopum non protfus efle
accommoddatum. - Quod quidem nullo Theoriae vitio v
venit , quae firmiffimis nititur findamentis , neque ipfi
Geometriae ratione certitudinis quicquam cedit: fed cum
pendula , quae ad motum horologiorum  moderandum ,
adhiberi lent, mulcum dif€repent ab iis, quorum mo-
tus ope cycloidss in Theoria ad aequabilitatem reduci do-
cetur ; mirnm non eft, Theoram praxi non perfecte
refpondere , atque in pendulis horologiorum inaequalita-
tem quamdain relingui, etiamfi in Theoria perfeftus Tau-
tochronismus habeatur.

§. 2. Demonfiranis autem Huienizs , fi corpus pen-
dulum ita fafpendatar , vt eius motus peragatur i cycloi-
de vulgari bafin horizontalem habeate , tnm omnes eius
oftillationes , fiue fuetint ampliores five contratiores ,
acqualibus temporibus abfolui, Vermm tamen conditiones ,

' ' {ub
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fub quibus ifte tantochronismus locum habet, probe funt
notandze., ne huic propofitioni in & veriffimae plus tri-
buatur , guam demonfirationis vis enincit, Primum igi=
tur necefle eft, vt motus fiat in medio non refiftente ,
feu in fpatio ab omni materia vacuo : deinde non minus
requititur , vt pendulum fic fimplex , fen vt tota pendu-
H maffa in vno quafi pun&o colle@a exiftat : cuiusmodi
pendulum fatis exacte - exhibetur , fi globulus minimus
fimulque- graviffiimus ope fili tenuiffimi et leuiflimi, cuius
pondus prae granitate globuli evanefcat , fufpendatur.

§. 3. Nifi igitur tam medil refiftentia , in quo mo-
tus peragitur ,  fuerit nulla, ‘quam mafla ipfins  penduli
quafi infimte parna , vti in Theoria affumitur, ofcilla-
tiones etiamfi in cycloide abfoluantur, tamen non erunt
ifochronze. Quare cum in vfii horologiosum neque aeris
vefiflentia tolli queat, neque eiusmodi pendula adhiber
poffint, quae pro fimplictbus haberi liceat, ob hanc
doplicem caufam fatis perfpicoum eft, hoc cafii eam
cycloidis proprietatem , quae tantum pro pendulis fim=
plicibus in fpatio vacno eft demonflrata, locum non
amwplins  inuenire: neque ideo  huivsmodi  pendulo-
rim  oftillationes fore ifochronas. Hunc etiam defe@um
ipla experientia non obfcure indicaffe videtur, cum ar-
tifices vfimn cycloidis ad motus horologiorum moderan-
dos nunc fere penitus repudiauerint,

§. 4. Quod. gnidem ad difficultatem a medii refi-
flentia oriundam attinet , quoniam ea ob aeris raritatem
valde eft parua, ea fine notabili errore negligi pofiet.
Interim tamen Geometrae in ea foperanda multo ma-

gis claborauerunt , quam in altera, quae tamen vti- mox
fum
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fam oftenfurus , motul multc maiorem inaequalltatem in.
ducit.  Newtorus enim demonfiravit , i medii, in qua
pendualum fimplex agitatur , refiftentia ipfis celeritatibus
fit proportionalis . cycloidem non fecns atque In  fpatis
vacuo efie ftishdturam. Cuom autern reffientia  aeris
non celeritatum rationemy fimplicem , fed duplicatam fe-
quatnr , hic cycloidis vius ceffat , eiusque loco ad tauto-
chronismum obtinendum aliom curvam fubftitul oportet ,
quam ego primus elicni  atque in Comment. Acad.
Petrop. Tom. expoful. Requirit ea autem , perinde ac
cyclois Hugeniana: pendulum {implex , neque pro pendu-
lis compofitis vilnm vium pracftat.

§. 5. Si igitur ‘motui .pendulorum , quibus horolo-
gia inflrni {olent i{fochrenismum  inducere velimus , po-
tiffimum- ad pendula compofita erit refpiciendum, quorum
maffa non in voo quodam pun&o colledta , fed per to-
tum penduli volumen , vti re vera eft , difperfa concipia-
tor. Vnde fequens nafcitor quaeftio, @t propofito penduls
quocunque eompofito , ea linca curia determinetur , it qua ,
Ji boc pendulum moveatur , omnes eins gfcillationes futurae
fint acquidinrnat Jeu  aequalibus  temporibis abfoluantur.
Atque in hac inueftigatione mentem facile ab aeris refiflen-
tia abftrahere poterimos , tum quod calculus fieret maxi-
e intricatus et infuperabilis, tum vero imprimis quod
refifientia tam fit exigua, vt fine fenfibili errore negligi
gueat. A folusfone antem huius Froblematis tota horo-
logiorum perfedio , quae quidem ex hoc genere expedtari
poteft , pendet. | '

§. 6. Motuym quidem penduli cuiusuis compofiti
Hugenius 2d motum penduli fimplicis reducere. docuit,

| dum
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dum demonfiranit omne pendulom compofitum  perinde
ofcillari , ac fi tota eius mafla in cesto quodam puncto ,
quod centrum oftillationis vocat, effet collecta.” Hinc
pendulum compofitum pari modo ofcillationes fiias abfoluet ,
quo pendvlum fimplex , cuius longitudo -aequetur diftan-
tiae centri ofcillationis ab axe: ‘fic igitur determinatic
motus cuiusque penduli compofiti ad inuentionem centri
ofcillationis perducitur , pro quo negotio- Hugenins elegan=
tem tudldlt regulam , variis p‘lfﬁm modls demonftratam .
Primum antem animaduertendum eft , hanc regulam, tan<
tum ad corpora rigida et mﬂcmbxlla patere , " cuiusmodi
quidem corpoa vulgo ad pendula adhiberi’ folent De-
inde autem’porro haec centri ofcillationis inuentio tan-
tom .ad motun pendulorum circularem  extenditur,  quo
pendulum cuc1 axem fixum libere gyratur ; elusque fin-
gula puncfh circulos deferibunt, ' :

§. 7. Cum autem. motus -penduli mrcularxs ad ‘tauto-
chronismum producendum fit ineptus, dum ampliores
oftillationes tardius nbfoluuntur, quam minores ; hic nobis
motus penduli in alia quacunque linea curua erit. euol-
vendus. Poteft vero pendulum ad curvam . quamcunque
defcribendam  accommodari, fi loco axis fixi, circa
quem vulgo pendalum ofcxllatm , linea curua , quae illius
curuae defcribendae fit euoluta ;- fubftituatur ﬁrmh modo.,
quo Hugenius docuit , pendulum- intra duas cycloides {ufpen-
dere, vt ab eo cyclois defcriberetur. In hunc finem fi-
penorem penduli portxonem flexibilem effe oportet, qua
ifti curnae applicatur ,” vt reliqua portio perpetto. fecun-
dum tangentem huivs curwae  exteridatur, ficque ~ nouam

Tom. III. Nov, Comment. 0o coruam
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¢uriam ex eius ewolutione natam defcritat,  Quo mota
in genere expedito , €am CUIBAM inueftigari oporrebit ,
ad quam pendulum inftru@um omnes ofcillationes aequa~
libus temporibus abfoluac. ' .

§. 8. Si igitme peridulim  quodcunee in- punéto A
fit fufpenfin , fit cutua A M B eius diretrix , quam fu-

periori parte flexibili A M it contadu comple@dtur , vt

pais infetior M G, dum mouetur, ab vitimo contactus
pundto M continyo in divectim porrigatur. * Primum er-
@0 manifeftum eft, hanc tangeatem M G per corporis
centrum  gravitatis G ¢ffe tranfituram , eo quod media vis
centrifigaé direétio , qua pendulum praeter gravitatern ten-
dittir , per punctuin hoe G tranfit. Deinde cum corpis

hoe motetar , punttam G defiriber cumara G €, chius.

eioluta erit ipfa direétrix A M B, ita vt ipfivs radius
caruedinis in pan@o G {it vecta G M. Sit re&ta A D,
quae curuam in fupremo punfto A tangit, verticalis, ad
cuius alteram partern fimilis exiftat corua dire@rix AMB,

jn figmra non expreffa, hocque pendulum ifta ofcillabitar,

vt eius punctuin G in curma G C ad alteram partem
produda moty: reciproco alternatim deftendat et afcen-
dat , ficque oftillationes petficiat. ' -

§. 9. Confiderermis primurn huivs ‘corporis fitam na-
turdlen , quo cius tentram  graitatis ia. reftae verticalis
A C punfto C veifatur , et in quo firu pendulum , nifi
sam motum habeat perpettio fit -quicturum., In hoc fi-

tu fit pundtum 1D centrum ofcillationis totius pendili , cuius
diftantia 4 punéto A prodit, fi fingulae corporis particulae per

quadrata diftantiaram 8b axe A multiplicentur , horum-
que
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que preduforum omsiom fomma per fadtam ex maﬂ"&
corperis in diftantiam centri gravitatis ab axe A C dini-
©gatr. Vel fi per corporis centrum  grauitatis C grans<
fixus concipiator axis horizontalis ipfi axi A, qui ad
Planum verticale € AG normalis intelligatur , - parallelns ,
fingulaeque cotporis particulae in  quadrata dlﬁantlalum
fuarom ab hoc axe ducantur , atque horum produGoram
fumma wocetyr == M k&, denotante M- matfim fen pon-

fus rotius p,enduh > quam pxp;e(ﬁonem momentum ipgr-

tiae corporis refpecty iftjus axis per C docti appeilo erit
secangulom CD, AC=iifu CD=%2 ag - ficque

£X qmnt;tgte cqgmta L k ;en;;mm oftillationis D detexmi~

natar.

§. 10. Cum jam pendulum in alium quemcunque
fitom AMG  peruenerit, vhi cwuam dire@ricem AMB
in pundto M tangat: hic non amplivs circa axem A,
ed circa pundum M prigo guidem irftanti matn angu-
fari feretur. Hine intermallum inter centrum granitatis G
et centrum efciflationis H nen amplins aequale erit inter-
vallo CD in fity natorali ; fed ob diminutam penduh
longitudinem MG, fen axem ‘motus minc in M prome-
tum , interndllum _G H maius erit quam C.D ; eiim cmm
fﬁ'et CP— i‘kc,‘ ob eapdem rationem nunc @rn: GH—=
MG, s GH:CD=—AC:MG. Quare .cum pendu-
Jum compo[’ tum coptinug perinde maueatnr , ac i vniver-
fa ciusmodi in centro ofillatjonis effet colle@a “perlpi-
cunm eft, ‘ob variabilitatem hpins ceprri H nullum pﬁndm
om ﬁmplex ;xhlbcn pofle , cuins ,motus LN moty pen-
Doz, duli
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duli-,compofiti conueniat , nifi curna diretrix A M B pror-
fus. tollatur. | C

§. rx. Huc accedit , vt dom penduli .pbrtio AM.

curae direcrici A M B applicatur, ea tantifper motus
non fiat particeps. Quam ob rem cum quouis momento
en tantum maffa , quae cum pendulo mouetur, {pectasi
debeat , ipfa quoque mafla eiusque adeo centrum grauita-

tis erit’ variabile , hincque porro eiusdem momentum ineg-’

tiae refpectil axis per centrum gravitatis dudti, quod ante
vocauimus == M % & continuo immutabitar, ex quo longe
alia centri oftillationis ratio mutabilitatis exiftet. Vit igitur
hanc pofteriorem difficultatem remoueamus, f{upericrem
penduli partem flexibilem , qua eius maffd , modo auéta ,
‘modo minuta , cenferi debet , leniflimam inferiorem vero
partem EF, quae penduli ‘molem proprie conflituit , gra-
viffimam aflimamus , vt aogmenta. illa et decrementa ex
portione lenifima orta fine errore pro -nihilo reputari que~
ant , fimili modo quo ‘refiftentiae aeris effeum negligimus.

§. 12. Reie@a igitor maffa portionis flexibilis A M
tanguam minima , quippe quac re VeEl . nifi ofcillationes
admodum amplae efficiantur , valde parua exiffit, fit re-
fiqua penduli maffa = M, eius centrum gravitatis G,
giusque momentum inertiaé refpedtu axis Horizontalis per
G dudi = M kk, guae quantitas €X motu oftillatoris
libero' definiti pofeft, dum pendulim’ femota curua di-
ve@rice A M. B ad  ofcilationes minimas incitatur, fi
enim hoc cfi centrum oftillationis repedatur in D,
vt Gt AD longitudo penduli fimplicis ifochroni ; erit
LE—=AC.CD. exificate C corporis centro grauitatis.

Vit
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Vt igitur prefens penduli fitns , quo efus centrum gra-
vitatis in G verfarur | fymbohs exprimatur , ponatur cur-
vae diredtricis portio AM=g ct ton penduli longitua-
do AMG=2, que eft conftans et ipi A C aequalis,
erit diftantisx M G —a—ys, que {imul efl radius ofculi
cirmae CG in pun&o G. Deinde per M ducatur re@a
werticalis M S, ac vocetur angulus dechnatzom:. penduh

SMG=2:

§. r3. Ponamus pendulum ex fitt A C motum ifa
inchoafle , vt ibi celeritas “centri grauvitatis C debita fuerit
altitudini’ & fewdpf celeritss — V 4 5 hinc autem ¢lapfo
tempore — & perucniffe in . fitum AM G, vbi cenui
gravitatis G celeritas fit ==V @, Iam tempufcul& infi-
nite paruo = 4 ¢ vlterius progrediatur in- g, ita vt.nunc
curna direGtrix A M B angatur in punéo m, exiftente
eins elemento Mm =45 ; erit angulns. infinite parous
GMg=4d], et patiolum pf,-icurﬁ]m Gg= (- -5dQ,

quod per tempusc alum 42 divifum dabit celeritatem cen-

d =
tri grauitatis , ita vt it Vo= (—n;)—qet ) & ;),zq)z Cumn

autem mclmatto pendoli ad reCtam verticaiemy M S tem-
pusculo hoc d ¢ crefea angalo — # O, motas cor poris
in G erit duplex : alter pr,ogreﬁinus -fecundum dlre&m-

em Gy celentate =V o' — MD , alter gyratorivs cir.
- ca axem .per G tmnﬁ:untem cmus cclentas angularis —
ﬁ?. Hoc enim duphcx motu coniupéto verus penduli mis
- tus exiftet ; quippe qui. femper confiderari potcﬁ tanquam
‘compaﬁms ex ot progtcfﬁuo centri grauitatis,, et ex
gyaatono circa axemr per-‘ceatrum grauitatis tranfeuntem.

003 § 14,
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_ §. 14. Antequam in effeGum grapitatis, quo ifte
duplex motus retardetur , inguiramus , inueftigerous pertuf-
bationem motus a vi quacunque follicirante oriundam:
Sollciterur ergo pendulom in punéto quopiam Z a vi
ZX =P, cuis dir.Gio ZX et ad ream M Z por-.
malis , quia vires obliquae eatenus tantum motum pendu-
li afficiunt, quatenss per refolutionem pracbent vim ad
dire@ionem M Z normalem.  Sit internallim G Z =2
ac primo quidem modus progrefhuns perinde afficietor,
ac fi haec vis Z X =P in ipfo centro gravitatis eflet
applicara ; quac ergo motum retardabit. Hinc cum maffa
corporis fit — M, per leges follicitatipnis- eft :

o ﬂ—-(—%;—”—dip — =5 pofito 4 conflante.

Dejnde cum huins' vis P momentum  fit refpen  motus
gyratorii — P'b, et momentum inertiae corporis =Mk
erit retardatio motus gyratorii : _ : S

24ddd ___ —Ph.
drz — Mki' : .

" §. 15. Hoc modo vterque corporis motus afficere
tur, fi corpus effet liberum , et ad omnes motus reci:
piendos aeque comparatum. Cum autem ob fufpenfionis
rationem motus gyratorius perpetuo datam temcat ratio-
nem ad motum progreffiuum , hinc pundtum Z definie-
tur., in quo vim P applicari oporteat , vt viriqne motui
conueniens immutatio fimul inducatur.  Pofitionem vero
huius pun@i Z binae ante inuentae formulae fponte in-
dicant ; cum enim ex iis haec nafcator analogia ;

ddP:d (a—s)dP=hkk
erit h—= ;_%f%%ﬁ"@ - (afsﬁfdiim 3

| V.V-lfvnd@:
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Vnde patet pun@um hoc Z ion incidere ia centrum

ofcillationis H, quod pun@o fufpenfionis M conueniat.

Eft enim G H = Rk cuf quidem aequale foret internal~

Q=5 2 .
bimb=GZ, & Toret 5= o, hoc eft fi punéum
fofpenfionis M non effet variabile. Ob eius igitur varia-

bilitatem mteruallum G Z maius erit quam G H

§. 18, Inuento hoe pm&o Z, in quo vis applica-
ta motum ad fifpenfionis penduli ratlonern accornmoda—
tum gignit, vim iftam P ita definjamus, vt iolht:ltatlonl'
grauitatis  aequi polleat ; vt Mmotium penduh a gravitate
oriundum  obtineamus. Vas grauitatis autem aequalis eft
ponderi penduli = M , eiusque direio per ipfum cen:
trum  giavitatis G deorfum  tendit. Repracfentet. ergo
refta verticalis G V hanc vim , que fit — M ; atque
nihil alind fopererit , nifi wt vis illins P momentom refpe..
én punéti f'uf'penﬁoms M, aequale reddatur momento vis
gravitatis. Ob angulum itagee VG F = @ erit

M.MG. fin. Q=P.MZ feu P 7‘{;_%;“@, cum  autem |

T kkddD
fit b= {@ag-aap it -
{a—s)2dd - (a_s)dsd d9-ltkd dD
a—s+bh= —"(( (ad-s*,r%d@-dsde n 0
e, M2 dd D (o S)lsdP) S,
1dﬂ°¢1“e P = e e —(a— )P -kkAdD - 3
Ph— Mbk{cas)ddD fina D .
'ﬁt — (u—s)’dd%a—s)xsa¢+kigddqa .

' '§; 17, Qwonmm igitur pro motu penduh fupra alte-
fa gequatio inventa eft: 22 ==, filoco Ph va-
forem modo repertum Tubftitnamus | proucmethaec aEqua-
tm -

2ddQ
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LddD o —fa—s)aQfin. @
4E - .(cz-—s):zddq)—(a-s]dsd@+k1;§{i@ N
quae transformabitur in hanc :

ol dich-a(a-s)dsa-+ Ml B &

qua motus penduli a granitate perturbatas,, ideoque ipfe
motus ofcillatorius determinabitnt. Quia vero . in hac
aequatione differentiale 4 ¢ ponitor conftans, €a per 4P

multiplicetur , atque integretur fic'prodibits -

(05— RRd == () 0 P o e
vhi quia curua ‘dir&;&rix A M 3B, tanguam- data. affumitur
integrale [ (a—=35)d® fin.Q ob aclationem inter s et o

daram _ exbiberi. ;poterit.: .ita- antem id ;accepi., ponamus ,
vt cuapefcat pofito ,§:7=.0 5 QUO R iy
~eritque:. T . o=

| di— e ey B

P

© 2§ 18, Cum “fit -altitudo cceleritati debita ;@ti}%‘"—}%ﬁ

e S e-fla-s)dind) ', - ‘ e '

‘erit nunc v== -(372—;:—_‘{5:‘:1%—71—@;;; {quac .expreffio .ad ftatam

initialem in fitu penduli verticali ACD .transferatur ; Vbi
¢ .

fit s=o; et [(a—s)dPlin-P—o. .Quare .cum hoc

. qac . ) ., .
flatn it w=b, erit b= grm, vnde loco .conftantis ¢

celeritas inicialis V.4 in calctlum dntroduci -poferit. Sit
D centrum .ofcillationis -penduli "in fira verticali,, erit ob
AC=a, CD= % ideogue AD — 2k quo valore
{ubfituto bhabebitur - & —+%% "Quod fi porro  curuae
deferiptae C G ponatur abkifa:CQ = ,0b Gg—(a-5)dP,

ot retam GM ad curugm :CG mormalem erit fin. GM.S
=fn. = %—z:-zﬁ—;@ . -ideoque dx={a-s)dd fio. P
. _ : et
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etf (a=5)dQ fin, P—w==CQ. Hinc ergo erit o=

Syle— h k
it _f(f,“;)zﬁ’ et ob MG—=¢—s; GH= X alritudo celeris

p . - MG{c—
tatl deblta. P It expr;metur, vt ﬁt V= ——Mf;{ =,

§. 10. Conﬁdelemus curiam defcuptqm CG t:lm-'-
gquim datam, quoniam ex ea curta dire@rix A M'B defi-
mitur et contra ; fitque pofita eius abftiffa verticali CQ— X,
arcus iam deﬁ:nptus CG—=xz, et radius ofcuh GM_r

ia
erit @—s==r; €t {-__d(]) hific ergo fit” pramo altl-'

tudo celeritati centri gravitatis in G debita v —s ;Z -+-rr ,-virde

patet, pendulum 80 Vique eﬁ'c 1ﬁ:enﬁ1rum ; donec fiat xX=¢.

Deinde vero élementum temporls dt 1ta expumemr ve it : '
: d dzﬁkh—-}-r'r) ’ ’
t — Trdle—x)

cuius mtegmle debite fumtum md{mbrt tempus quO pen-
dolum per arcum  indefinitum CG = 2 ad altitudiném
indefinitam C Q.= & aftendit. . Quodfi ergo in hac ex-
jpleﬁ'lone ponatur % == ¢, habebitur . tempus. totius:_ afcen-
fus, cui cum tempus fequentls def“cenms ob. defcé?:um re-
fi ftentme aequale fit , pendulumque ex 11tera parte per

- fimilem curvam incedat , erit .tempus vnius . ofcillationis

Bt :
—=2f z,‘.’fm"_'_';]ﬂ , fiquidem  poft - mtc_grat_lonpm ponatur

 Rett -

~ § 20. Quando ergo in hac expreffione , poftquam-
factom eft x — ¢, quantitas ¢ relinquitur, duratio cojus-
que oftillationis ab amplitudine arcus ea defcripti pende-
Ent neque proprerea omnes ofciliationes  finve fint maio-
, fiue minores- dequalibus temporibus abfoluentur. Quo .
ngu:m omnes ofcillationes fiant - ifochronae , expreflionern
Tom. 111. Nov. Comment: Pp inuen-
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. . dz{kh4=-r1) - , :
inuentam 2 f ——-——,.V(c__x)—) 1fa comparatam efle oportet , vt

pofito poft integrationem x = ¢, quantitas ¢ ex ea peni-
tus difcedat , idemque conflanter eivs integrilis valor re-
filtet , cquaecunque magritndo litterae ¢ tribuatur. Ex
hac igitur affectionc, fi conueniens relatio inter & et
x definiatur , vt ante memorata propriétas locum inueni-
at; cognofetur natura illius curuae CG, fecundum
quam , fi pendulum moueatur , id omnes ofcillationes aequa-~
libus temporibus fit peracturum.

§. 2x. duo. igitur facilius huios curmae CG, qua
cuiusque penduli ‘compofiti tautochronismus continetur , na-
mram  inueftigemus , ‘primo pendulum fimplex contemple-
mur , cuins tora mafla in . puncto G fit colle®a. Quo-
aiam’ ergo corpus extra hoc punétum G nullas habet par-
tes erit, kk=—o , ac propterea tempus vnius ofcillationis
etit — 2 f ‘,—(f-_”—x,- . cuins valor'a ¢non pendebit , fi filerit
dz=%, et g2V fa; que eft aequatio pro cyloi-
de. Eius autem radivs ofculi in imo puncto C, quia

S T | . ‘zdz o .
fib normali aequatur, efit == gz — 2 f, qui cum ipfi
A C = 2 aequalis effe debeat , fiet f= 1« ; feu faequa-
bitor femii penduli fimplicis ifochroni; quod quidem fuas
ofcillationes minimas perficiat. Hanc autem elegantifli-
mam cycloidis proprictatem  Hugenius elicuit , aliique
Geometrae deinceps variis demonfrationibus confirma-
verunt. S I

 §. 22. Vt ergo- formula pro quocuaque pendulo
compofito inuenta 2 f "‘;’j,——%,i’—;‘_—f—g—’ ad  tautochronismum ac-
| - T - L com-
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commodetur , necefle eft, vt ea induat .hanc‘fbrmam
jde‘ Lf
V(e-x)x?
littera ¢ ex calculo egredietur , atque ﬁnglﬂae ofcillationes

aeqm diurnae erunt oftillationibus minimis penduli fimpli-
“cis, cnivs longitudo fit — . Quodfi vero f'ormula inuen-

fic enim pofito poft integrationem x—¢,

. '1/ T f

day(hk4-rr) 2 - l' I- e
ta 2 o cum hac f Vo x) conf' ratu y equ ns
‘Pl‘Odlb]t aequatio : -+ L
dahhrr) __ dxv f fen .‘/2 fx“" fdzv kk+rr)

ro. —"'-sz

Haec ergo aequatio exprimit naturam curuae CG tauto-»

chronae pro quocunque pendulo compoﬁto quam_ , non
parum a cycloide dlfcrepare ; per fe fatis eﬂ mam,-»

feftum.

6. 23. Quaeramus huius “cnrnae  radium oﬁ:ull in
punéto C, quoniam is effe . debet — A C— 2.~ Fiét

ergo hoc loco # — & ac propterea V 2 fx = z"“”"‘"-""’;
2
vnde ‘erit 22 == 2522 .Cum igitur in punéto'C rading

zd ; "
;ofcuh aequahs fit Iubnormah &= ,m“_‘,’fkk , neceffe eft, vt

fit 232 =4, ideoque f—a—+2 z+ Aequabitur efgo
-longltudo penduh ﬁmphc;s ifochroni f- longitudml AD:::cz

=+ % . quod qmdem per e c{’c perfplcuum > ‘cum penduln

quaeque fint ifochronae , fiant in arcubus circularibus -
dio AC  deferiptis , . ac proinde non -fecus. fe habeant j:ac
fi tota corporis maffa in centro. ofcillationis D effet’ col-
leGa : ita vt ipfa longitudo A D cxhlbeat longitudinem
penduli ﬁmplxcxs ifochroni.

P p 2 § 24.
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. §. 24. Aequatio autem pro curna tautochrona ins

daf™r —;-r) deyl . dx-\/{ki —q—-._::_c_z_)
vent‘ T — = 5E = T v conftructy eft difficil-

lima , neque variabiles vllo modo a fe inuicem feparare

hcet, - Quamuis enim yadius ofculi-# ‘per binas. reliquag

variabiles x et & definiri queat, { erit enim , i applicata
G . C—dw? | _ edyde? r d ;
QG —y pomatur, 7=z == i » pofito 4% con-

ﬁaute , vel » — ffdi pofito 4z confunter, et dy = V
(dz - dx ) tamen hinc’ aequatio tantopere - perturbare-
tur , vt nihil prorfus ex ea concludi poflet.  Sin autem
ex ea vel x vel z exterminectur. in mpltG maiores. tricas
delaberemur. Cum igitar” pro. pendulo {fimplici conftructio

curine mutochmnac it féu:llhrm, pro pendulo compoﬁ-

to tantls, laborat diﬁ.’ cultaubus A GA& nulla etigm.- nunc

TR

paéto foperare” potuerim. - i

[

§ 25. Si quidem loco quantmtum & et 2 introe

ducatur - angulus “variabilis D, 'mon folum aequatio ad du-

- a5 vanabﬂes reducetur , _fed- etiam- a differentialibus {e-

cundi gradus . hb.,rabttar 5 heque famen ad - ﬁepftratmnem

varlablhum pertingere licet. Cum enim fit' 4-Q e

erit 42 rdd),etd (4—:)436{)1”11.(1):%:’(1)
fin. D, hmcque X == a’ P fin.P.. -Subftituantur . hi
valores pro d g et d X m aequatloue muenta, Pl()dlbltw
que. - -

L ' 5y .
T

| -rﬁn G.‘v(kk-!-uu]

Vlck—{—rr)___ e .

s, e
T,l.ldc_;nnti; 2.4 :—“"w—“’krz-i-rgmq? ‘quagf'-dlﬁerentlat&

dabit ¢..c 5 el ey SiTn SRR
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dyr— (ﬂa—-}—k;")rrdfl)_ﬁn Pesf D {ao-RIR2rdr fin, (B2
aar— ki1 - Rzt y2
Hic f 'pro o & valor 7 d CDﬁn. O fubftitaatur , -orietur

P (aa—'i—fai')rdcp cof. (D (aa-[-TaF’)mcdr ﬁn.@
‘_t! (D-« TTTRAerr T T (Rhgerr)r e

§. 26. Quamquam haec aequatio ad conftrutionis
~ rationem aeque parum ac PlCBCEanS redigi potei’c ta.
o (ua—H’k}r?’ ~ fin. @*
men aequatio. 2 g ¥ =g infignem ° continet
proprietatem , qua curma ifta tautochrona C G determi-
nari poteft.  3i enim’in hac tautochrona C G ducan-
tor radii ofculi CA et GM, ille sduidem ‘in puncto
.-imo, € , hic vero in ’ puncto quocunque G, atque pro pin-
¢tis ﬁlfpenﬁoms ‘A et M centra oftillationis: notentur. . D

et H, tum vero infoper~ ducantur horizontalis .G Q et

verticalis M S.; quoniam etit AC =@z ; A Dr=a4%;

CQ—-x-MG__‘r,MH r»—f—-iﬁk,etGS:M‘n.q}
erit ; <

2 CQT TR | ,
Ducatur porro ex S re@a, ST in GM nelmahs erit
2CQ__AD L feu AD: MH:zCQ G T 5 ¥el

2 CQ MH: GT.: Qua concinna, p10311eﬂ
tate natura curyge tautochronae CG expomtur.

§. 27' Vt tarhen nc'jli “gullum fru@um’ex hac aé-
quatione p61c1p1amus , accommodemus eam ad eiusmodi
,pendula, in quibus quantitas k& fit tam -parua ; vt - piae
reliquis quanutqtlbus cum quibus comparatur, fere ena-
nefcat,  Huivsmodi autem’ cafis -exiftet , fi* corpus pendua
B pmempnum E F fit' valde ponderoﬁbm fimulgue mini~

Ppag mum ,
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mum , ac practerea ofillationes ampliores exciudantur.

 Tum enim quo longins fimatur tale pendolum , eo mi-

nioreqn obtinebit valorem quantitas k & , refpe6ta quantitatum

ga et rr. -Quod cum evenit, fi aequationis inuentae

integrale per feriem exprimatur , cuius termini fecundum

" poteftates ipfius % & progrediantur , fofficiet hui‘?s feriei duos
e

vel tres terminos initiales - accepiffe, cum lequentes ob

 altiores ipfius & k poteflates fine errore praetermitti

gueant.

6 28. Aequationem €rgo _Qquue differentialem
jauentam fecundom potefiates ipfis k. difponamus , qua¢

" induet hanc formam :

-ar*dP+ aaklrrdP—-akdd

—aar’dPcof. O-a"Krdd cof. Q-k'rddcofl G =o

~kir’d O cof O-k'dr . @ .
..-agkkdr'ﬁn'- ¢ :

ex qu, fi kk euanefceret - foret y—a cof. P;
 ponamus ergo  ad valorem ipfins # verioreny ipue-
~niendum : - . S : :

= acof. P+-k P -+ K'Q3-etc. erit
4 r —-ad®fin PH’dP-+k'dQ-+-ete. “dtque
7" = a col. ™+ 24P col. P+~ 2qk*'Qcof. P+ ete.
| | 4 k'PP B

e__ 3. 5, a2 N a0 cof. D
= acof@ +3a‘k_PleC..(k}>+,,3ﬂ K'Q cof. @ et

o o H3adP el D
r'= @ col §*~44'K'P.cof P’ 4 Qoo O
‘- 7 +6_ﬂ’}6‘f’2c0f- q): + etF;-

§ 29
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§. 29. Quodi iam hi valores in aequatiome diffe-
rentiali fubfitvantur , orietur fequens aequatio :
@ dd cof. *+-a%*PaP cof. O +a‘" QaP col. O°
—a'dQ cof. P*+a%*4dP cof. ™3k P cof. P

="k AP cof. Q32 PdP cof. O
-Mkdfpﬁn O'—32k P cof. P — o
— aEdPin. P
+ a k4P '
— a k'dPcof O
S + a k'dPfin. Q"
Hinc termino fecundo ad mihilom reda®o fiet

aPcol. P —+-coll P* -~co['d) ~+6n.Q*=o

ideoque P'== =73 ‘3{,4’ = 7 ¢,+°"{,¢’ : ex quo

porro fit AP = :Z’.}%: 0 _ Ll
“eaf. sz

et P —cac;jq“:ﬁ aacqfd)"'{'“ gg

§. 30. Tertius porro terminus ad nihilum redactus
dat : o

&’ Qeol *+342°Pcof {*+34Pcol.D- 3 aPeof O adPhin.O: dCI)-l—zﬁng)_‘:o
quae acquatio , fi loco P*, P, et 4P valores modo in-

veiiti fubftituantur abibit m ‘

@’ Q cof. P’ Fige-3- W+3coﬁd)‘+3ﬁn.¢-’+%}-’fﬁ%::

fen ob fin. Q*—=1— cof. {° habebitur

ﬂ\SQCOf ¢5 + Cf-];-q)" - _(.'OJ'.G@"' :

. s P —6 fin. P2
ideoque Q = =g = e




e

- m=afdQ cof. O - L %—l— Kk fdpeol. - G di}%ﬁ L
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Quam ob rem erit proxime :
. k(s €0fs DY ekt fin. @
[ g a: Cof‘- q) - a CQJ: 3 = ) a3 Cuje q)?_

vode patet in firu pendulf verticali , quo eft- —o,;
fore # — @ = A C, vti rei natwra poftulat.. ' |

§ sr. Pro curua ergo tautochroma C G, quae con-
veniat corporibus, in quibus quantitas kk valde eft par
va, nadti fupms aequationem inter’ eins radium “ofculi
G M —r, eiusque amplitudinem fen angulum GMS=O,
€X qQua aequatione quantitates confiriictioni buiss curuae
infernientes feque,nti,modo'deﬁnientur.; “Sit C arcus  curnae.:
CG=z; avfcif CQ—=x et applicata’ QG=—y eritque -
de—rdQ; da=rdQ fn. Qet dy—=rdPcol. Q.

‘Hinc ergo obtinebitur:

DfinDs . o

 wmafihin Peol O S ij;if%%‘l’ 4% JdO0n. Peol - forer

y=adpcof 2 [ K Japeol -5 FRR

6. g2. Intepralia vero hacc ita & habent, vt. fit:

.

JiPeof. O=fin.Q;/Adhn Deol. = ;ﬁu.(})_ 3 fg’d}coﬁ_q)""::;q}i.—éﬁll.@qof.q}

ap___find o, . amd 1 8P fm®

-f 3’&;“2"20%13}4_55}':&“&(45(;"5(:)) '.J %f.illﬁ — zeafP? 'J cof. 2 — cof. @
in ¢ fin, fin. Jine . ) o, 1 .

of. 7 — gl @8 T z+r;cur. ol ‘mxs_nc'g;- g “}TE clbtangf. (4&)5‘ +€?)$
adyin, P2___ Jin. T, 2 fin. P

pREE . b2 Jin D D_ :
- wﬁ.@*a.[ Zo, 6 — scop% x5 oafe PF ~ pacopd

v cof. 7 *-j‘scoj.q&ﬁ
His esgo valoribug fibftitutis habebitor, : :
" ko W@ Rk .
g—afn. Q-7 o, P- —a?f;-ftpz ~ 22 I tang. (45" +1P)
: =kt fin. B h* fine O B4 o 3
g, Ml et [ ang (457H))

N cqf.CD?f”z‘ TaSeipE T gef cof, =
"
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Re Rt gkt .
—Iafin. QD +——ﬁn @ +zu zacaf o il T azc,,_,‘.qps'i‘ zas o, @, S

iy:;a¢+'aﬁn Peof. q>+ O Lfin, qscof@ ’;iﬁi‘

ot finP,  ok*[fim (D dt“fm o)
sﬂ"’cf!f-nq)‘ - sa’ﬂ’fn o 1 ¥l -

wnde pro quouis angulo @ coordmatqe curime tautochmnae-
fx ety a{’ﬁgmm , -idedque _tpﬁl curga quaeﬁta CG confhri
potent : : : : :
§. 13 Al vﬁxm autem pendulorum expedlet hmus
‘cliruae evolutam , feu ipfam curiam dlrc&ncem A M B
conﬂruere quo igitur, hanc curuam A MB, qme Peﬂ-"
dilo” motum " tdutochronum concﬂlat dc’ﬁmamus po{‘ra
cins arcu quocunque A M — s, fit abfcxﬁ'a A P*p , €€
applicats PM=—g; et s=a—7; dp=4dscol.
et dg—ds fin.Q, ideoque p=—1 ds cof. P et y=/dsfin. P.
Fx fuperioribus ergo h1bcb1tu1 3

kh J’ )
s——a—a col, CD—' = +~acaj¢‘ - a*coﬁbs {"ET%:@T
vande fit:

i 2 HAQYin®D - -zohtdD) \
GOl 1 0 SR R 4 RS

hiocque porro: :
I RRABi whadin. o, i 2k T8
dp—adfin. Peol P+= w"mfﬂ)—}-aa m}%;ﬂ) ~ fﬁﬁ?fq?é@ +—*—‘—"’:§4ifﬁ$ﬁ

kkdc})fn O 7 o . Y RHAD ekt aktd]
dq=adPlin. @'+ ~ i+ S T s e Z*c@f-q?“

' §. 84, Quodli’ iam Tae formmilac debite” mtcgrentur )
Primo quidem 1cpcnetur abﬁlﬁ'a

—1 e fin 3 g T it | ok
p=lafin. @4~ ST _ fk fwf 5 - zﬂs;f,@ bt ¢s+',?,s

Deinde cum ft . fdd) ﬁn. Pi®—ifin. Qoo P
Tom. III. Nov. Comment. Qq S
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J’m Tes] m.f -‘nﬁn 4, e,
chJ CD’ - CO-JJ.‘ m ,‘fcgj' :“l)4 — ECUJ- {DS“‘T’;’Z CDf q) , -d-‘ f o e
dq) — ina 4;1“0 J-I ) ,\ -""' RER
Sag = sf“m\oﬁ“ e e qﬁ’““ e T '
ay e P glineD - Lafi 16 fine®
fcqf ms.‘-ycq,rq)T'_‘—-gscqr(Dﬁ—[' ;c;’q)5+3509f$

obtinebitur's - Lo
g ¢ f'k tD Hefin @ Kefine @
g2zl ol (-5 =55 T Biro e
RE fin : SR
B A = 5 —.l‘coi-qm) . ’
Cum jgitie 4mbae codrdinatie p et ¢ ex/dito qngu[o [0}
qu;; curnag qunque A M amphtudmem meutur . determ1~
13 quaeﬁtm A M B nom dlﬂiwlter o:cme

- pard queant, cu
RIS H
. ﬂtu@tﬂh‘. T3 ,"1',..(:.‘, e R i;, P . H
] F I RS R L A R 1o. L RS ; 58
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