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DE LA PARALLAXE DE LA LUNE

TANT PAR RAPPORT 4 SA HAUTEUR QU'A
SON AZIMUTH DANS L'HYPOTHESE
DE LA TERRE SPHEROIDIQUE.

rar M. EULER.

z‘ | §. 1.
prés que M. de Maupertuis a publié fon excellent Traité fur

la parallaxe’ de la luna cu il a montré combien les régles
ordinaires de la parallaxe, entant qu'elles font fondées fur la figure
fphérique de la terre, doivent étre changées pour la figure veritable de
la terre; cette matiere paroitd'abord fi f.puzl?:c, qu'on n'y fauroit plus
rien découvrir,qui foit échappé a fon attention,a moins que ce re foient
de petites ‘circonftanges,dont on fe peut palfer fans aucune erreur fenfi-
ble dans la pratique., Ayanc remarqué que cet llluftre Aureur n'a
pas eu égard a l'azimuth de la lune,qui devroit entrer dans la recherche
de 1a parallaxe, lorsque la terre n'eft pas fphérique, j'ai d'abord cru que
cette circonflance pourroic étre de quelque conféquence: or auffi-tot que
j'en eus faic le calcul, jai crouvé que lirrégularicd ‘qui peut réfuleer de
'azimurth, eft fi petite, qu'on la peut négliger fans faire cort ata préci-
fion de cette theorie. Cependant, quand on veut avoir égard a cette
circonftance dans la recherche de la parallaxe, le calcul devient beau-
coup plus difficile; & puisqu'il eft imposfible, avant qu'on en foit ve-
nu a bout,qu'on puiffe prononcer avec affes d'aflurance, fi l'effet qui
en réfulte, merite quelque actention ou non? je me croisobligé de dé-
veloper encore cette matiere, en faifant entrer dans l'analyfe cette cir-

conltan-
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conftance de I'azimuth.  Et comme cetre confidération deviendroi
abfolument néceffaire, fila figure de la terre differoic plus confidera-
blement de la fphérique, cette recherche pourra apporter quelque
ufage dans la réfolution d'autres queftions.

§. 2. M. de Maupertuis a toujours regardé la lune, comme i
elle fe trouvoit dans le plan du meridien, & dans ce cas il n'y a aucun
doute, que la lane ne doive paroitre dans le méme cercle vertical, fuit
qu'elle foit regardée de la furface de la terre, ou de fon centre. Mais
des que la lune eft vué hors du plan du meridien, non feulement fa di-
ftance au zenich, mais aufli fon azimuth, doit fouffrir quelque aleération
de 1a parallaxe; puisque la droite tirée du centre de la terre a la lune
fera non feulement moins inclinée au plan horizontal, mais elle ne le
coupera plus dans le méme azimuoth.  Pour fe mieux convaincre de
rette verite on n'a qua concevoir un plan parallele a 'horizon, qui
palle par le centre de la terrey & comme l'angle, que fait la droite -
rée de la furface de la terre a la lune, avec le plan horizontal, marque
la hauteur apparente, & la perpendiculaire baiflée de la lune fur I'ho-
rizon, I'azimuth apparent; ainfi I'angle,que fait la droite tirée du centre
de la terre a la lune avec ce plan parallele a I'horizon, qui paffe par le
centre de laterre, fera la mefure de fa hauteur vraie, & la perpends-
culaire baillce de la lune fur ce méme plan y marquera un point, d'on
la droice tirée au centre donnera a connoitre I'azimuth vrai de la lune.
Ces deux chofes rapportées au centre étant differences que fi on les
rapportoit a la place du fpeftateur, il en réfultera une double corre-
ttion de la place de la lune, l'une qui regarde la haureur de la lune, &
l'autre pour I'azimuth. Je nommerai la premiere corrcétion la paral-
laxe de la hauteur, & l'autre la parallaxe de l'azimuth.

§. 3. Pour entreprendre cette recherche, je commence parcon-
fiderer la figure de laterre.  Soient E & F les poles de la terre, & C
fon centre: EAF foit un meridien tiré par la place du fpeltateur, que
je fuppofe en M, & an fait que la figure de ce meridien fera une demi-
cllipfe, par la révolution de laquelle autour de 1'axe EF nait la figure

de
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de 1a terre.  Qu'on nomme le demi-axe EC —FC — o, & le demi-
diametre de I'équateur AC — 4, & qu'on pole i — (1 +n) a,& fui-
vant les mefures faites tanc vers le pole, que fous 'équateur le nombre
n fera a peu prés — ;o5 . Qu'on tire par le point M la cangente
T MV, qui repréfentera an fpeftatenr la ligne meridienne, le poine T
¢tant dirigé vers lenord,& V vers lefud,lersque E eft 1e pole boreal de
laterre. De plus I'angle C T M donnera I'elevation du pole au point M
qui érant fuppofée connué, foit cet angle ou l'elévation du pole CTM
—p. Enlfuite ayant tiré le rayon CM & la perpendiculaire a 'axe
P M, avec la normale MN i la tanpente MT, foit CP —ax &
PM—y; & la nature de l'ellipfe donnera cette épalité:

;f_.— V (sa=—xx) nu;rp:H—E.r.r

bb

D'ou nous tirons 1a fubnormale PN — ji_— =— x, ou PN

(1+4w»)tx. Maisl'angle PMN écant cgal a PT M — p, nous aurons

_PN_ (1+4nm)x 4 tang p .

BIE A= M Viaa—nr) S e T G Fme)
_{(1t+m)x__ (1 +m)a

&V @r-s2)=: mngp UV (tangpi+ (1+n)
. (1+mn2a

quenty — 7 langp? + G +m*)

(’;4_5]'1; tang p PM? {I+.l'.*]* a cot p

&PT =
V (ang p?+l1+m?)’ PN "V (uang p*+(1 +1) )

1);[1;1::-::5:&-

Outre cela nous aurons PN —

w PM __
d'ou il s'enfuic pT — 08 /-

§. 4. Soitenfuite la diftance du (pefateur placé en M au cen-
tre C ou le rayon CM —r: & puigque rr—xx + yy nous aurons:
rr—=
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__aa(tang p2+(1+m*) - LR
T otangp? 4+ (142 '
. n(r+ :i (1 ]
&r—aV (1 +tangp T )

Or §i » eflt un nombre fort petit, nous aurons par approximation :
r—a (1-+ncofp? +{n*fin g2 colp®~+n’finp*cofp? (2~ colp? )+ &)
ou il fuffic pour la terre, ou n — 553 de prendre les deux premiers
termes: r = a (1 +ncol p?) our = (1 +an)a(1—nfinp?). De.
puis jai befoin pour mon dellein de favoir I'angle CM T, que le rayon
de la terre CM fair avec la meridienne TM V@ foit cet angle CTM

: PM_ x
=@; & puisquetang TCM = — 5 —,nousauronstang TCM —

—PCT
2
(;:;3 & ajoutant cet angle TCM a CTM —p, pouravoir leur

fomme CMYV, nous trouverons
tang CMV = tang p* + (1+4-n)*
= —n (2+u) tang p

2 2
wng gt (1-tu)? : d'ou l'on déduira:
n(2-+mn)ang p

cof p(cang p* + (14 2)

== V {tangp -+ (r-i—r}'*} :S.rcui'@'_},

Par les approximations nous trouverens:

inQ —1—2vnfinpcoflp?—2nsfinp?cofp? (1—4cofp?) &c.

& cof@ —2ufin pcolp—+nufingcofl p(1—4col p? )41’ finpcof p3
(2—3colp?)

dans lesquelles expreflions on peut rejetter les dorniers termes, com-

me extremenient petits.
§. 5. Cesvaleurs r & @ érant trouvees de 'élevation du pole
donnée — p, foit maintenant T M Q le¢ plan horizoneal tiré par le
Mem, ae Pdind, Tom. V. r]-- t 1.4:.13“

& partant

tang® —x

#(2=4n)finp
(cang p* 4+ (L-+my *)

Fig. Il
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lien du fpeftatenr M, dans lequel fpit TMV Ila ligne meridienne,
dont le bout T tend vers le nord, & l'autre bout V vers le fud. Que
la lune fe trouve aftuellement en L, d'ou l'on congoive baillée au
plan horizontal la perpendiculaire L Q, & ayant tiré les droites ML
& MQ, la ligne ML marquera la diftance de la Lune au fpeétateur,
I'angle LMQ la hauteur de la Lune obfervée, & l'angle TMQ fon
azimuth obfervé. Nommons donc
La diftance de la Lune au fpeftateur ML — x
La hauteur de ]Ja Lune obfervée LMQ — &
& I'azimuth obfervé ou l'angle TMQ — &
Dela nous tirerons :
LQ —«xfink & MQ — x cof k.
§. 6. Soit C le centre de la terre, & on aura le rayon MC—r
& l'angle CMT = @, ouil faut remarquer que le plan CMT eft
perpendiculaire au plan horizontal TM Q. Qu’'on congoive maince-
nant par le centre de la terre C un plan rCyg parallele au plan hori-
zontal T M Q, dans lequel la ligne #Cuv foit parallele a la meridienne
TMYV, a laquelle on baifle du point M la perpendiculaire MN, & a
caufede MC —» & de l'angle MCN — @ nous aurons MN —r
fin® & CN —r cof @. Depuis la perpendiculaire LQ érant pro-
longée jusqu'au plan #Cg, y fera aufli perpmdlculmre & il fera
g—MN—r fin@Q, & tirant la droite Ng, elle fera parallele
& egalea MQ—wx cof f, & a caufe du parallelisme desplans TMQ,
tNg l'angle tNg fera ¢gal al'angle TMQ, c. a. d. al'azimuth ob-
fervé : d'ou il s'enfuit que fi 'on regardoit la lune du point N, par
le rayon LN, on |'obferveroit au méme azimuth sNg, que du point
prnpufé M : & ceft la raifon, que dans I'hypothefe de la terre fphe-
rique, ou le rayon eft partout perpendn:ulaire au plan horizontal, ou
le centre en N, la diverfité des points de vué de M & de N ne chan-
ge rien dans lammuth de la Lune.
§. 7. Oriln'en eft pas de méme, lorsqu'on regarde la Lune du
vrai centre C; car tirant les lignes CL & Cg, puisque Lg eft p:_'—
pendi-
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pendiculaire au plan horizontal congu paffer par le centre C 3 l'angle
gCL donnera la vraic hauteur de la Lune, & l'angle sCgq fon vrai
azimuth. Soit donc
La diftance de la Lune au centre de la terre CL — =z
La vraie hauteur de laLune LCqy — v
& le vrai azimuth ou l'angle rCq = u.
Ec la difference entre les hauteurs & & v [era la parallaxe de la hau-
teur obfervé; & la difference entre les azimuths # &  la parallaxe de
l'azimuth obfervé.
§. 8. Celaremarqud nous aurons :
la perpendiculaire Ly —=wx fink——» fin P
& dans le triangle CNy¢ il y a connu:
L'angle CNg — &
lecotée Ng — MQ — x cofl &
& le cotét NC —= rcoflQ
d'ou l'on obtiendra :
le coté Cg =V (xrxcof i2——rr cofl P2 —2rx cofl h cof O cof k).
Maintenane puisque l'angle ¢Ng eft 'azimuth obferve & l'angle 1 C g
le vrai azimuch, I'angle CgN fera la parallaxe de l'azimuth, qui doit
étre ajouté a l'azimuth obfervé TMQ.  Or le finus de cet angle

CgN fera —
ink. CN __ y cof @ fin & _
Cqg — V(xxcofh*~-rrcoflQ*—2rx cofh.cofl P cofk)’

Ou nous aurons ;
y col @ fin k

fin (4= k)= V(e x cofl h*—=rrcofl @*—2rx colh.col Q.col k),

8 e xcofh—rcol® colk
cof (a—~k) = Vixx cof h* ——rr cofl @*—2rx colh cof @ col k)

Tt 2 & par
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& par corflquent :
recofl @ fin &k
xcofh—r cofl @ col k
ce qui eflt la parallaxe de I'azimuth. '
§. 9. Pour la hauteur vraie de la Lung — v, puisqu'elfe eft
— Lg

tang (u—k) =

égala a l'angle fEL , nous en avons d'abord la tangente

c- ii d-l

— rfink 4= »r ind
& T V(xxcolh? —=rrcofl @ —2ra colh col @ col k)

ou bien ayant pofé¢ CL — z, nous aurons:
afinh 4+ r in@

e

Mais la diftance de la Lune au centre de laterre CL — z, fe trouve
par le triangle CgL:

g V(:.r+rr—{—ir: (fink fin@® — cof 4 mfﬁ'ﬁmﬁj).

Or les tables aftronomiques, d'ou nous tirons la parallaxe de la lune,
marquent pour chaque tems non pas la diltance de la lune au fpeétaceur,
mais la diftance au centre de la terre C; & partant la quanticé z doic
étre regardée comme connue, de laquelle il faut déterminer la valeur
de x par le moien de cette €quation:

22 —xx+rr+2rx(finh fin @ —cof & cof P cof k)

§. 10. Puisque les deux derniers termes font fort petits par
rapport aux premiers, il y aura a peu prés.axr — 2, & cette valeur érant
fubfticuée dans le dernier terme, nous en tirerons une valeur plus ap-
prochante de la verite:

=V (zz—2rz (fink fin@—col/i col® cofk) — rr.) ou

==& ~—r (fin 4 fin P — col £ col P col &)

fin v —

qui
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qui peut éere fuffifante, mais {i on la fouhaite plus exatte, qu'on cherche

un angle Y tel que .
cof b —fin i fin @ ~ col i col Q cof £

& on en déduira:
X—z-7r cul‘tla—ﬂﬁn x.la'*'-iﬁn bt = &,
122 g 23

Depuis les parallaxes cherchées feront exprimées ainfi
I. La parallaxe de V'azimuth & —#:
- rcof @ fin &
g (=8} — z2cofh— riink(coflhfin@ —+ finf cof @ colk)

II. La hauteor vraie, v:
rfinkcoly | #fin® r»
[

——finh finy? ou
- Z 8 2LzZ

finy—fink— _1_‘ cofh (coff fin @ <+ finh cof @ cof ) — % i/ finip?

fino—fink—

F
§. x1. Puisque la fraftion 7 érant environ == 5 eft fort peti-

te, & l'angle @ ne differe qu'infenfiblement d’un angle droit, fon cofinus
cof @ fera extremement petit, & pourra érre rejetté dans les termes,
qui font fort petits d'eux mémes. Or pour avoir |2 veritable paral-

laxe de la hauteur, nous la trouverons:
fin (v — ) = ;-' (coff fin @+ fin & cof @ cof k) + = tang h fin 2
rr

= EI- tang b (cofh fin® + fink cof® cof#)*
& négligeant dans les derniers termes le cof @, nous aurons:

fin(v—h)— ,;: cofhfinP+ g finkcoflPcoik+ 1:3 cg.{1++fin®? cof2 4)

ou puisque dans ce dernier terme il eft permis de fuppofer i@ =1,
Tes a cau’e
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i caufe de = Zﬂfi h — cof'4?, la parallaxe de Ia hauteur v — f fe

trouvera par cette formule
fin (v—Hh) = % colfi fin @ + % fink cof® colk + ;--: {ink cofh

qu'il faut ajouter a la hauteur obfervée pour avoir la veritable. De
méme il faut ajouter la parallaxe de l'azimuth 4 — £ a I'azimuth obfer-
ve, & compté depuis le nord, cette parallaxe fe trouvant de cette

formule.
rcol @ fin £

zcofh—rfinf (colh fin@4fin/ col @ colk)
Or des formules trouvies 1a haut nous tirons:
rfin®—=a(1+ncofl p? +Fanfinp? col p? = #* finp* colp*) &
reofP—a(z2nflinpcolp—-nnfinpcolpzcofp® =1)+ 713 finpcolp? (2-3c0lp?))
ou bien '
rlin@—a(c1+im24Fncol2p— ﬁ, nucol4p) &
rcof @ —a(nfinz p—~fnnfingp)
en négligeant les termes qui contiennent n3.
§. 12. Que la lune foic obfervée a I'horizon , de forte que la

hauteur apparente t — o, or fon azimuth refte ——#. Dans ce cas la
parallaxe de la hauteur fera — v, & on aura

finy— .’;: fin®— 1:l (1+ncolp* +F mufinpcof p?)

tang (u—£) —

qui fera la parallaxe horizontale, & on voit qu'elle ne dépend plus de
I'azimuth de la lune & Donc fous I'équaccur ou p — © la parallaxe

horizontale de la lune fera — — (1<+n) —=— : & fous l'un ou l'au-

- -
e L=

i | ; '
tre pole — = Comme la parallaxe horizontale,qu'on trouve dans

les
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lestablesaftronomiques, eft tirée des Obfervations faites ou a Paris, ol
a Londres : ccft a dire environ fous le 49™ degré de I'elevation du
pole, en pofant p — 49°, la parallaxe horizontale de la Lune cirée

des tables aftronomiques fera— S (1—-0,43041 2 0,12258 nn).

Et puisque par la figure de la terre eft # — E;Tu’ la parallaxe hori-

zontale tabulaire fera — 1,002155 zi: laquelle étant connue pour

chaque tems propofé,foit nommée — 8, de forte que §—=1,002155 E :

Or pour toute autre elevation du pole = p, foit la parallaxe horizon-
tale de la Lune — # ala meme diflance dc la lune a la terre, & on

i I 2 | 1 2 2
aura, fin 7 ouw — = ([+1nomfP t Bmoﬁnp cof p*)
b i) I

- | X 2 i
1,00215§' = 200 colp* = $0000 fop* ool p*)
Par confiquent fous I'équateur fera la parallaxe horizontale de la lune

& partant w —

T —1,002840, ou d'unﬂ*;:—i partie plus grande que fous I'elevation
du pole 49°. Mais fous le pole la parallaxe horizontale de la lune
fera™ — 0,9978560 ou d'une ;—é; partie plus petite, que fous 'ele-

vation du pole de 49°. Donc quand la parallaxe horizontale a I'ele-
vation du pole de 49° eft —= 60/, elle fera alors fous l'dquateur
— 60/, 107, 14/ & fous le pole elle fera — 59/, 52/, 15,
Donc la difference entre les parallaxes de I'cquateur & des poles fera
e 1?”, jgn‘”_

§. 13. Ceeft ainfi qu'on trouvera pour chaque endroit de la terre

& pour chaque tems propolt la parallaxe horizontale de Iz lune, par
le
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le moyen des tables parallatiques, que je fuppofe juftes pour I'eleva.
tion du pole de 49°. Et nommant cette parallaxe — 7, on aura

F — i_ fin @, & partant .-: :[%Q) Laquelle étant trouvie, on
obtiendra la parallaxe de 'azimuth, fuppofant la lune encore a I'hori-
zon, & fon azimuth — &, de forte que £ = o, par cetce formule;

7 fin &

tang P

d'ol1 I'on voit que cette parallaxe u — k eft a 1a parallaxe horizontale »
en raifon du finus de I'azimuth, a la tangente de I'angle @. Cette pa-
rallaxe fera donc la plus grande, lorsque la lune fe leve vers I'eft, ou
fe couche vers l'oiieflt, ou fon azimuth & eft = go; & lorsque l'angle
P elt le plus petit; ce qui arrive fous I'elevation du pole p, quand tang

tang (u—k) — wlinkcot® —u—k—=

p— 1+, 0u fous l'elevation du pole de 45°,8' a caule de w = .0

200
i _a(idn) g r(an)
Dans ce cas il deviendra tang P — ,,(1_*_.,;}‘5'” k= 2027

7z i k: par conféquent ik —go & n— 'z_.:I:E cette parallaxe de I'azi-

muth fera — 4—;— 7. Dans ce cas donc, fi la parallaxe horizontale de
la hauteur = eft 6o/, la parallaxe horizontale de I'azimuth & — go?
fera — 17/, 57//. Or dans cc cas la parallaxe de I'azimuth Crant la
plus grande, puisqu'elie ne monte qu'a 18/, erreur qui dans l'obfer-
vation de ["azimuch eft infenfible, en voit bien qu'on fe peut fans faute
pafler de cette correftion de 'azimuth obferve.

§. 14. Que la lune fe crouve maintenant Clevée fur I'horizon 2
la hauteur — A, & qu'elle foit obfervée a lazimuth — &, les paral-
laxes tant de 1a bauteur A, que de I'azimuth £ feront aifément determi-
nees par la parallaxe horizontale de la hauteur — a, que je luppole

deja
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deja connug, Carpﬂisqueg la parallaxe 2 ajouter 2 In

3
—_— ﬁ $ L |
hauteur fera:

fin (v—=45) :T(C l'.-'i—i—r"&“gi ._l_ﬁ%fg.‘:} e

ou puisque dans les parties du rayon il ya a peaprésy — EE- » CELES va-
0

leur fera affez exafte pour le dernier terme, & ainfi la parallaxe de ia
hauteur fera —
7 (cof finhcofk finhcofh

" wng® ' 6ofind?
Or la parallaxe de I'azimuth fe trouvera —

x (in b
cof h tang @ — J; fin /i (cof k tang @~ fin /i cof .{').

fuppofant dans le dénominateur = —==—. 1l eft bien vrai qua une
trés grande hauteur, lorsque 1a lune fe trouve pres du zenith, cette cor-
reftion peut devenir trés confiderable: mais dans ces cas I'azimuth
mcme devient tres incertain, & les Aftronomes n'y ayant plus égard,

on n'a pas befoin de correftion. Quand la lune eft plus €loignée du
7 fin &

cofl/s tang @ °

zenith, la parallaxe de I'azimuth fera affis exatement —

Enfin il faut encoreremarquer, que quand lalune cft obfervée auzenich
meéme, deforte que # = go®, la parallaxe n'cvanouira point entiere-

ment fur 1a terre [pheroidique; elle fera encore == —:—Fg — , dont la lu-
ne doit éere approchée du pole.  Certe parallaxe feroit la plus grande
fous I'elevation du pole de 45°, 8/, i la lune dans ces régions pouvoit
monter au zenith, auquel cas elle feroit —= 177/, 5§74/, la parallaxe

horizontale de la hautcur drant = — d6@’,
Mimoirts de P dcademie. Tom. T, Uy 6. 15.
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§. 15. Silaterre ceoit [pherique, nous naurions pour la paral-

fin b cof k
mﬁ ﬂ-‘—} ,donton

laxe de la hauteur que cette formule 7 (coft -

faic ufage dans I'Aftronomie, & qui aura aufli lieu fous I'équateur &
fous les poles, quoique lafigure de la terrefoit elliptique.  Mais pour
les autres endroits de la terre, 1a parallaxe de la hauteur fera pour l'or-
dinaire plus grande, que fuivant la régle vulgaire. Car nous avons
vii, que pour la hauteur = B, & 'azimuth — # & fous clevation du
pole ou le rayon de la terre fait avec la meridicnne un angle — @, Ia

parallaxe de la hauteur elt = = (col /} fnaes } fin 4 m[ﬁ)
6o fin @2

tang @
Car premiérement fi 'angle @ n'eft pas droit, le dernier terme ik cofh
S i d ) 6o lin@?

devient plus grand, & la parallaxe par confequent plus grande. Er
fi la lune fe trouve dans la moiti¢ boreale du ciel, ou que fon azimuth
k eft moindre que go®, le cof k érant polfitif, augmentera encore la pa-
rallaxe de la hauteur. Mais {i la lune fe rencontre dans la moitié me-
ridionale du Ciel, le cof £ devenant negarif, diminuera la parallaxe; de
forte que fi la lune paffe par le meridien, ouil y a cof £ —= —1, la pa-

fin /& fink col &

rallaxe de la hauteur fera — = (cof i — a?lg_@ sl Eﬁl‘f-ﬁ? & puis-

que dans les paffages de la lune par le meridien il eft de la derniere
importance de connoitre exattement fa parallaxe, il ferad'autant plus
nécellaire d'avoir égardace chanpementde la parallaxe, quiréfulte de la
figure de la terre. plus on tache de porter la methode d'obferver a un

plus haut degre de perlettion.
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