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SUR UNE CONTRADICTION APP A-
BENTE DANS LA DOCTRINE DES LIGNES COURBES.

rae M. EULER.

I.

5% N croit généralement quela Geametrie fe diftingue des
autres iciences, parce que tout qu'on y avance eft
soowere  fonde fur des demonttrations les plus rigoureufes, &
quil ne s’y trouve rien , qui puifle donner occafion i des contro-
verfes. En effer, puisque duns la Geomertrie on n’admec d'aucres pro-
pofitions, que celles qui font parfaitemenc démontrées, on ne fau-
roit comprendre, comment on pourroit tomber en difpute. Encore
moins fera-t-il poilible, que deux propofitions folidement prouy ées
{oient en contradiction entr'elles, vu que les verités, bien loin d'é-
tre contraires, fe trouvent toujours dans la plus parfaire harmonie en-
telles. Et quoiqu'il arrive fouvent dans les autres {ciences, que
deux verités fe paroiflent contredire, on eft pourtant bien afluré, que
ce neft qu'une contradiction apparente, qui tire pour la plus partion
origine des idées moins precifes, ou du deffauc d'une connoillance
{uffi (ince des chofes, auxquellesil fauc avoir égard. Par cette raifon on fe-
ra d’autanc plus porté i croire, quedans la Geometrie de pareilles contra-
di&ions apparentes netrouventaucun lieu, puisqu'on eft bien eloigné
de {& contenter des idées vagues, & non [ufitammenc déterminées,

Eez I1.
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1. Neanmoins je m’en vai mettre devant les yeux deux pro-
pofition: de laGeometrie, dont toutesles deux font rigoureufement
demontrées, qui paroiffent conduire 2 une contradiction ouverte.
Ceute difficulee fe rencontre dans la doétrine des lignes courbes, ou
pour les lignes courbes d'un certain ordre on fait combien de points
il en faut pour la détermination. Ainfi une ligne du troifieme ordre
peut &ere décrite par 9 points donnés, oug points dérerminent telle-
mentune lignedutroilieme ordre, quil n*y a qu'elle {eule qui puifle éere
tirée par ces neuf points,  Mais il eft aulli demontré quedeux lignes
du 37 ordre fe peuvent couper en neuf points ; dong, il peut arriver
que deux lignes du troifieme ordre paflent par neuf points donnes,
d'ou il s’enfuir que neuf points ne font pas {uthfants pour determiner
uneligne du = ordre, ce quieft contraire 4 ce qu'on vient d’avancer.
Avant que d'expliquer & de deéveloper cette contradiction apparen-
te, il fera convenable de la mettre dans tout fon jour, pour en mieux
faire fentir I’ importance. Pour cet effer je commencerai par expli-
cation de ces deux propofitions mémes, qui femblent renfermer

cette contradition,

111. Comme une ligne du premier ordre, ou une droite, fe peut
tirer par deux points donnes quelcongues, ainfi une ligne du fecond
ordre, oufection conique, fera tirée par 5points, une ligne du troi-
fieme ordre par ¢ points, une du quatrieme ordre par 14 points, & en
genéral une ligne de 'ordre indiqué parle nombre #, pourra ére tirée

par ﬁ}’j points. Car l'equation ginérale des lignes de
cet ordre :

Ay+(B+Car)y+(D+E+-+Fx?) y(G+Hr+ 1"+ Krd )+ &, —o
contient - ﬂl—:? 2 -+, coéfficients arbitraires A, B, C, D, &c. Or

chaque point donne, parl&qﬁ* Iz courbe doit paffer, fournit des valeurs
donnees pour les coordonnées & & y, qui étant fubftituces donneront
une
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une equation. Donc = points donnés conduifent i autane

d'equations, par lesquelles tous les coifficiens A, B, C, &c. f{eront
determinés, & par confequent la courbe méme.  (Zar quoique [es

un—-3n
2

coéfficients foient d'un de plus, queles équations tirées de

points, puisqu’il ne s'agic ici que du rapport mutuel encre les coéffi-

_ . nn--3n, -
cients, il n’en faut que =g . quations pour déterminer tous

ces rapports.

IV. Deux lignes droites, ou du premier ordre, ne peuvent fe Propof. II.
couper mutucllement qu'en un point; deux fections coniques, ou
dzux lignes du fecond ordre, ne peuvent fe couper en plus qu'en
quatre points.  Deux lignes du troifieme ordre fe peuvent couper
en 9 points; deux lignes du quatrieme ordre en 16 points, & ainfi de
fuite, Etcomme une ligne de Pordre m, peut-étre coupée, par
une ligne droite en m points, par une ligne du fecond ordre en 2m
points, par une ligne du troifieme ordre en 3m points; ainfi on fou-
tient en general qu'une ligne de 'ordre m peut- étre coupée par une
ligne de l'ordre # en mn points, Cette propofition e doit entendre,
que lc nombre des interfcétions de deux lignes courbes, dont 'une eft
de lordre m, & 'autre de I'ordre #, ne peut érre plus grand aue
m u, bien qu'il foit fouvent plus petit: queiques points d'interfeétion
ou s’cloignant 3 Pinfini, ou devenant imaginaires. Ladémonftration,
de cette propofition n'eft pas fi aifee, & j'en parlerai plus amplement
dans la fuite de ce difcours,

V. La verité de ces deux propofitions ¢tant reconnue, je rap-
porterai premierement les confequences qu'on entire, &quiparoif
{ent écre contradictoires.  Enfuite je ferai voir le defaut, qui fe trouve
dans ces conféquences, qui confifte dans une forr fubtile précipitation
du faifonnement, laquelle n’etant pas fi facile i découvrir, nous doit

rendre extremement circonfpects, principalement dans les autres
Ee s {cien-
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fciences, afin que nous ne nous laiflions pas feduire pas de femblables
cnnj:radi&innsay) arentes.  Car, i dans laGeometrie nous {fommes
affujetcis & des difhcultés fi remarquables, ol il eft pourtant permis de
ramener toutes les idées presque au plus haur degré de jufte(Te, com-
bien plus pourrens-nous écre embarrafles dans les autres {tiences, oit
il n’eflt pas pollible de parvenir i des idées aflés precifes, & ot il eft
mfiniment plus difficile de fe garantir de pareilles fautes dans le rai-
fonnement? Enfin je meterai dans tout fon jour Ja maniere done il
faur entendre ces deux propofitions, en y appliquantune certaine re-
ttriction neceflaire, laquelle étant remarquée, toutes les contradi-
¢tions, quelques folides qu'elles ayent pu paroitre,, évanouiront tout
d'un coup, & on s’appercevra_de la plus belle harmonie entre ces
deux propofitions,

VL. La premiere contradiction femble d'abord fe rencontrer
dans la propricté des lignes du troifieme ordre, felon quon a
égard ou 3 ["une ou i Pautre des deux propofitiens generales rappor-
tees. Voicy les confequences qu'on entire : '
I, Puisgu'sl faus, felonlapremiere propofition, o poinss pour déterminer
une ligne du eroifieme ovdre ; par 9 poines donnés on ne peut tirer
gu'wne ligne du ¢roifieme ordre.

I Or, felon la feconde propofition, denx lignes du sroifiéme ordre fe peu.
vent Couper €n G points i donc on pourra marguer o points, par
lesquels pewvent paffer denx lignes du troifieine ovdie.

Ces deux confequences {e conrredifent ouvertement ; car dans la
premiere on foutient, que 9 points étant donnés, on ne fauroit de-
crire qu'une ligne du troifieme ordre qui paflit par chacun de ces g
points. Neanmoins la feconde conféquence nous fait voir, qu'il ya
une infinite de cas, ou par neuf points donnés on puifle faire pailer
deux lignes du troifieme ordre.

VII. La contradiction devient encore plus fenfible dans Jes lig-
nes du quacrieme & de pl_us l'_lauts ordres. Pour le quatrieme ordre
les confequences contradictoires {ont,

i Par
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L. Par [a premiere propoficion, if faur 14 poines pour dererminer une
ligne du yuatricme ordre : €& pavtant 14 points étane donnes, on
ne pourra decvive gu'une ligne de cet ordre, qui paffe par rous cés
points,

IL. Mais la feconde propofirion nous apprend , que deux lignes du qus-
trieme ordve [e peuvent couper mutuellenent en 16 points : par
eonféquent dans ces easil feva pofplle de faire pajfer deux lignes
du quatrieie ordre par 16 paines donnés.

La contradiction de ces deux conféquences eft manifefte, cars’il n°¢-
toic pas pollible de decrire plus dPune ligne du quatrieme ordre parig
points donnés ; a plus forte raifon on ne fauroir decrire deux lignes
de cet ordre, qui paflaffent toutes les deux parles mémes 16 points:
VIIL Pour les lignes du cinquieme ordre, nos deux propofi- y; pyigcuies.
tions gencrates nous fourniflent ces deux conféquences encose plus
contraires entr'elles,

I. Ln premiere propoficion nous enfeignant que 10 poines fuffifent pour
dererminer une lighe di gme ordre, il Pen fuiz que par 20 points
donnds on ne [auroir @ecrive qu'une feule ligne da e ordre,

II. Or la feconde propofition nous affuve, gue deux hgres du sme ovdre

Je peuvent couper mutuellement en =5 points.  Bouc il fira pofible
de marquer 25 peints, pav lesquels on fera en érar de fuive puffer

dewx lignes du sme ordre,
§i y a par conféquent des cas, ou 15 poines donnés ne font pas uffi-
fants pour déterminer la ligne du gme ordre, & pourtant la premiere
conlequence nous veut pﬁrfuadcr qu'il ne faut que 20 points pour
determiner une ligne du cinquieme ordre. Ec il eft clir que dans
les courbes de plus hauts erdres, la difference entre les nombres des
peoints, qui devroient fuifire a la determination, devient encore plus

grande.
IX. Ces contradiftions éfant tour a fait manifeftes, il faut ab-

folument, ou que I'une des deux propofitions générales foir faufle,
ou que lesconféquences, qu'onena tirécs, ne foient pasjuftes. Pourla

feconde propofition, quoiqu'en n'en trouve nulle parr, 4 ce que je
lache,
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r:ll:hl:, une _d;:mﬂl‘lﬁl'ﬂtiuﬁ alTes rignun‘.uﬁ:, elle eft Urtant tres cer-
taine, comme je lemontrerai cy-apres ; & les conféquences, qui en
ont écé tirées, fonc fi claires qu'il ne refte pasle moindre douze de ce
coré li. Car fi par exemple deux lignes du quatrieme ordre s'entre-
coupent en 16 points, on fera abfolument forcé d'accorder, qu'il eft
poflible de marquer 16 poiats, par lesquels on puiffe faire pa?fer non
feulement une, mais deux lignes du quatrieme ordre. Donc tanc la fe-
conde propolition, que les conléquences, qu’on en a tirées, émnt
tout a faic averées, nous fommes obligés de conclure, que c’eft dans
la premiere propofition, ou dans la maniered’en tirer les confequen-
ces marquées Nro. I, qu'il faut chercher quelque; paralogisme.

X. Les confequences, qu'on a tirées de la prémiere propoli-
tion, fontégalement bien fondées : car fi 9 points dérerminent une
ligne du croifieme ordre, il s'enfuit, que par 9 points donnés on ne
fauroit tirer qu'une ligne de cetordre: de méme que par deux points
donnés on ne peut tirer qu'une ligne droite, & par cinq points donncs
une feule fection conique. Dong, fi Pequation générale pour les lignes
ok i ]

: —l_ 37 points, par lesquels elle

doit pafler,il ne fera pas polfible,que plusd’une ligne de cet ordre pafle
nn—t-13n

— gcontent

de I'ordre # eft déterminée par

par autant de points donnes, que cette formule

drunites.Ce neft pas donc dans les confequences, qu'on vient de déduire
de laprémiere propofition, qu'il faut chercherlafource de cescontradi-
&ions : & par confequent il ne refte que la prémiére propofitiorr mé-

me, fur laquelle puille comber le foupgon d'un paralogisme, quelque
fondée qu’elle paroifle dailleurs.

XI. En effet,en refléchiffant bien fur I'érac de la prémiére
propofition, NoOus remarquerons qu'il peur y avoir des cas, ou
nn—+3n

points donnés ne font pas fuflilans pour déterminer la

courbe de l'ordre #, qui peurt étre tirée par ces points: ou, ce qui re-
vient
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vient au méme que = équations ne (uffifent pas pour déter-
miner autant de coéfficients, ou pour déterminer le rapport entre

i T a2 —— 1 coéfficients : quaique ces coéfficients entrent dans
chacune des équations, & quils n'y occupent qu'une feule dimen-
fion. Ddilleurs c’eft le cas le plus fimple, ou plufieurs inconnués doi-
vent étre determipées par aucanc d'équations, puisque par Pelimina-
tion fucce(live de ces quanticés inconnués, on demeure toujours au
premier degré, de forte qu'on ne trouve jamais pour chaque incon-
nué plus d*une valeur, qui par confequent fera roujours réelle. Cir-
conitance qui paroic d'autanc plus confirmer la verite de [a premiere
propofition, & l'affranchir de toute exception.

XII, Cependant onne doutera plus, qu'on ne doiveappliquer
a cette premié¢re propofition une cergaine reftriction, fans laquelle
elle ne fauroit &ere vraie en géneral ; dés quon aura égard aux reflé-
xions fuivantes,

Premierement donc je dis, pour commencer des cas les plus.
fimples, qu’il peut arriver. que deux équations ne font pas {uthfances
pour déterminer les valeurs de deux inconnués, quoique toutes les
deux entrent dans chacune de ces deux équations, & n’'y occupent
qu'une feule dimenfion. Caron n'a qu'a regarder ces deux équations
3o —2y=5& 4 y=6x—10 & on verra dabord, qu'il n'cft pas
poflible d'en déterminer les deux inconnués .» & y : puisqu’en elimi-
nant l'une x, autre s’en va d’elle méme, & on obtient une équation
identique ' dont on n'eft en ¢rat de determiner rien. La raifon de
cet accident faute d’abord aux yeux, puisque la feconde équation (e
change en 6 » — 4 y — 10, qui n'erant que la premiere 3 ¥ — 2 y —
s doublee, n'en differe point.  Clett pourquoi, quand on dicque pour
déterminer deux quantités inconnueés, il fuffic d'avoir deux equa-
rions, il faur joindre i cette propofition certe reftriction, que ces
deux équations foient ditferentes entrelles, ou que l'une n2 loic pas
deji comprile dans 'autre & ce n'eit quavec cetre reftriction, que la-
dite propofition puifle étre admile.

Memuires de (Academie Tom, IV, FI XL
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11 RéBéxion, XIII. En fecond lieu, on reconnoitraaifement, que trois equa-
tions peuvent ne futfire pas a determiner trois quantités inconnues.
Car s'il arrive le méme cas, quedans la reflexion precedente, qu'une
des trois équationsfoit comprifedins une des deux aurres, suquel cas
les trois équations ne valent que deux; alors il fera impofTible d'en
déterminer les trois inconnués. Comme i 'on avoit ces trois
€quations :

4x — 6y 4+ 102 = 16

3x—5y—+ 729

24= 3y 52— 8
il eft clair que la premierc ne differant de Ip 3¢, ne contribué rien 3
la détermination des trois inconnués x, y & z. Mais il y a auffi des
cas, ou une des trois équations eft contenué dans les deux aucres
conjointement, comme {i I"on avoit ces trois équations :

24— 3y 4528 R

3x -5y +72=9

xX— y=+ 3227

ot la fommede [a premiere & troifieme produic la feconde. Dans ce
cas on peut obmettre telle de ces trois equations quw’on voudra, & il
eft de méme que s'il n'y avoit que deux équations.  Ainfi quand on
dit, que pour déterminer trois inconnués, il fuffit d'avoir trois é-

3uattﬂﬂ5, il y faut ajouter cette reftriction, que ces trois équations
ifferent tellement entr'elles, qu'aucune nc foit déj comprife dons

Jes autres.

XIV. 1l en eft de méme de quatre équations, qui ne fone fuf.
fifantes 2 determiner quatre quantites inconnues, quiau cas qu'elles
{oient toutes differentes entr’elles, ou qu’sucune ne feit déji renfer-
mée dans les autres.  Car fi une eft deja comprife dans les trois aurres,
ces quatre équations doivent {tre regardecs, comme siln’y avoit
que trois.  }H peut méme arriver, que deux equations foient déja
comprifes dans les deux autres, &alors il n'yaura quc deux équations,
qui reftent dans le calcul, & par conléquent deux inconnues refte-

rong

1NL.RéBéxion.
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ront indetetmiinées. Comme fi I'on éroit parvenu 3 ces quatre é-
quations :
S5x+ 7y— 42—+ 3v—24 "o
2X— 3y + 52— 6v—20—=0¢
X = 13y — 142 15v ~= 16 — #
o Oy —— 02~ Q¥ == g4 = ¢
elles ne vaudroient que deux.  Car ayant tiré de la troifieme la va-
leurdew =—uny + 14 z—15v — 16, & 'ayant fubftituée dans la

feconde pour avoir: y — 28° _1%5 PO & o« S
131_{_3-3;—'_:1—3, ces deux valeurs de » & y étant fubfticutes

25

dans la premiere & quatrieme equation conduiront 4 des equations
identiques, de forre que les quantites z & v refteront indéterminges.
XV. Laméne circonftance peut avoir lieu en quelque nom- IV.Réfiéxion
bre d'equations qu'on voudia, de forte que quand meme on au-
roit autant d’equacions, qu'il y a d’inconnués, elles ne pourroient
pas étre fuffifances a les dérerminer toutes.  Car une des quantités
inconnués reftera indéterminée, fi une des équations propofces eft
renfermée dans fes autres. Deplus, deux ou plutieurs quantités incon-
nués refteront indétermindes, s'il v a parmi les équations deux ou
P],{.ﬁgm:s , qui fent déji renfermées dans les autres, & qui par confe-
quent ne contribuine rien 3 la d.::s:nnmaEmn des inconnués. Creft
puurquﬂi quand on fuuufn:! que pour dr:t::-rmmer # quantites incon-
nués, il fuffit d zvoir # équations, quiexpriment ’ieur rapport mucuel,
il y faut ajouter cette reftriction, que toutes les equations foiene dif-
ferentes «nte'elles, ou gu'il n'y enait aucune qui foic deji renfermée

dans les autres.
XVI. Apres ces réfléxions on conviendra aifement, que pour
la détermination de la licne courbe d'un certain degré le nombre des

on la premicre propofition paroit [uffifant, peut en

5 e 1
oints, qui fu
¥ Ff= Certains
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certains cas devenir infuffifant, puisque cette déterminatiorr fe réduit
3 la détermination d’un certain nombre de coéfficients par autant de-
quations, qui, 3 ce que nous venons de voir, peuvent quelque-
foisdevenir infuffifantes a ce deflein. Pour connoitre ces cas, je con-
fidererai premierement P'equation générale pour les i}gnes droites au
du premier ordre: @y + ¢ x 4 v = o, & foicnt propofes deux points,
par lesquels doive pafler une ligne de cet ordre. Ayant choifi une
ligne droite quelconque pour a & ¢, foient @ & & les coordonnées
pour premier point & ¢ 4, pour 'autre : ou pour le premier point
onaura ¥ —a; y —4; & pourlPautre x —=¢; y —=d; d'ol nous
tirerons ces deux équations : :
eb+Ca+4+y—o0 ad—4+Ec4+y—o0

de la difference desquelles nous aurons : % == ; : :.

port donc entre « & ¢ {eratoujours déterminé, 2 moins qu'il ne foit
¢ —:a & d—#, auquel cas lesdevx points tombene Pun fur Pacre.
Donc deux points determinent une ligne droite, pourvu quils ne
folent pas coincidents. Reftriction qui s'entend de foi méme dans
la defcription 'de toutes les autres lignes courbes, parce que deux
points quitombentl'un fur'sutre, ne font reputés que comme un feul,
XVII. L’équation genérale pour les lignes du fecond degré

etant :
ax? 4—Exy—4-vy? +Jdx ey —o

que 5 points foient propofes, t]:m lesquels on doive décrire une li-
gne du fecond ordre. Pourabréger le caleul, qu'on prenne une li-
gne droite , qui palle par deux de ces points, pour axe, & une au-
tre ligne tiree par un de ces deux points, & un troifieme, répréfente
Pinclinaifon des appliquées, puisqu’il eft indifferent de les fuppofer
perpendiculaires 2 I'axe, ou non. Cela fuppofé, foient les valeurs
de x & y pour ces § points donnés ;

Le rap-

LI EIW . IV N
& 0| a ¢ c e
y — oflo| b | d |y
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De 13 nous aurons les s équations fuivantes :

L Vo
IL ga* 4=da—4¢—oe
IL oy b ¢ =0

IV. e +46cd4-yd* +bcted4-2C—0
V. e +Cef4-yvfPtde~ef4+¢=o0

Des trois premieres nous avons d'abord :
—o;d=—-aa; &e=—vyb

ces valeurs etant f{ubfticuées dans les-dcux dernieres donnent ces
equations

¢c* 4-Cedd-yd* —aac—-ybd—o

e 4~Cef yf* —aae—ybf—o
que détermineront la courbe cherchée, 3 moins qu'elles’ ne foient
pas equivalentes. Or ce cas arrivera, quand les deux valeurs de &

qu'on en tire feront les mémes

e sc(a—c)yd(b=d) _we(a=e) v/ (b=
_ ¢ d i e f

kil Lxi o bk g bl bl

d F ¢
'-"'J J i ®
«= r—:’;_-—_-?f & b— &_—E"f Par 13 on voir, que fes cing

points donneés peuvent écre tellement dispofes, que la ligne dufecond
ordre n'en eft pas déterminee, & puisque un coétficient demeure
indeterminé, il s’enfuir que par ces cing points donnés on pourra
faire pafler une mfinite de lignes du fecond ordre.

XVIII. Sinous confiderons de plus pres ce cas, ou les cing
points donneés peuvent étre infuffifants pour déterminer la ligne du
fecond ordre, nous remarquerons aifement que cela arrive, qumd

quatre de ces cing points donnés fnn; fdispnﬁ':s dans une ligne drot-
3 te.
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te. Celadeviendrs afles clair, fi des équations y = 7 &
-d __ b- . d(a—
i—r—- — __;__f._ nous tirons les valeurs f— iﬂ__ :] = ¥
e(b—d _
——cequi donne (¢—¢) (ad—alb 4 be¢) = o. Lorsque

e —¢,il yauraaullif—d, & deux poinrs tombent I'un fur I'autre; le-
quel cas s'exclur de lui méme.  Soit donc # d—abj+ bc "o on

b ¢ - b
d=k- — & on trouveraf — b — —EE; on n'a a prefent qu'a

regarder ces formules geometriquement , pour saffurer, que qua-
tre points font ficues en ligne droite. Il naurpit pas été dilﬁcﬂc de de-
viner dabord ce ¢as, car puisque le {econd ordre renferme aufli deux
lignes droites fituées d’'une maniere quelconque, on reconnoit, que
fi trois des cing points donnés font en ligne droite, celle-cy fert
parc de laligne du fecond nrdm: , & Pautre droite conjugude fera de-
terminée par les deux autres points. Donc, {i quatre points fonc fi’
tués on ligne droité, celle-cy fera part de la ligne cherchée, mais I'au-
tre partic, ou Pautre ligne c_irm!:e pallera par le cinquieme point, &
payant pas d'autres detgrminations, on la pourra tirer comme on
voudra. Sitous les cing points donnés ctoient fitués en ligne
droite, cette méme droite avec toute autre quelconque facisferoica la
queftion; donc, c¢ cas fera, encore moins déterminé que le pré-
cedent.

XIX. L’equation génerale pour les lignes du troifieme ordre

gtant :
ax? +Ex?y+yxy? +dy? +lx*+§rf+'[”.n +Ox+2y+u—0
il faut definir neuf coéfficients par le dixiéme, pour que [I'equation
ou la iigne de cet ordre foit determinée. Donc i neuf points fone
donnés, par lesque's cerce ligne doit paffer, chacun fournilane une
equation, la ligne fera determinee, pourvu que ces ncuf cquations
foient toutes differentes entrelles, & qu'll n'y,en aitaucune, quifoie
deja
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deja comprife dans les autres. Or on eomprendra aifément, qu'ily
a une infinité de cas, ou nen feulementune, mais aufli deux, ou plu-
fieurs des neuf équations peuvent déja éere renférmées dans les autres:
& par confequent dans cescas la courbe ne fera point déterminee par
les 9 points propoles, mais on y pourra encore ajouter le dixieme, &
méme I'onzieme, ou ledouzieme, afin que la détermination devienne
complette, Il eft cependunt fort difhicile de définir ces cas générale-
ment, comme j'ai faic pour les lignes du fecond ordre, puisque le
calcul @ caufe du grand nombre des points, & des coélhicients, devien-
droittropcomplique. Neanmoins il n'eft pas difficile de decouvrir
plufieurs cas particuliers, ol ce defaut dans la determination a lieu;
desquels on ne conclurra pas difficilement, que le nombre de telscas
peut écre infiniment grand, ce qui {uffic pour mon deflein.

XX. On fait que PPéquation générale du troifieme ordre com-
prend, outreles lignes courbes de cet ordre; auffi ou trois lignes droi-
tes, ou une ligne droite jointe @ une fectioni conique. Donc fi des
neuf points donnés quatre font difpofés en lighe droite, puisque
dans les lignes courbes de cet ordre il n’y a pas quatre points en ligne
droite, cette ligne droite tirée par ces quatre points conftituers une
partie de la figure cherchee, & les cinq autre points détermineront
Pautre partie, qui fera ou une feétion conique, ou deux droiies; &
ici peut déja avoir lieu le cas précedent de marque de determination.
Mais fuppofens que 5 points foient fitués en ligne droite, qui con-
ftituera une partie de la figure, & il cft clair que les autres 4 points
ne font pas fuffifants pour dérerminer Pautre partie. Dans ce cas
donc on aura befoin de dix points pour déterminer la figure: orfr
des points propofts il y enaé fitués en ligne droite, il en faur encore
5, & partant ¢n tout i1 points pour déterminer entierement la queftion,
Er de la il eft evident, qu'il peut arriver, lgue quelque grand nombre
que ce foit de points, ne foit pas fuffifant pour la détermination
d'une ligne du troificme ordre, quidoit pafler par tous ces points.

XXI. Comme ces cas n'ont lieu que dans les lignes droites

qui font comprifes dans 'équation genérale des lignes du troifieme
ordre

L
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ordre, on doutera peut étre, fi la méme chofe peut arriver dans les
lignes courbes de troifieme ordre, ou fi neuf points peuvent étre in-
{uffifants pour determiner une ligne courbe propre i cet ordre. Pour
prouver cela je ne confidererai qu'un cas, ou les neuf points donnés

fonc dispofés enquarréabedefgbi: quelaxe a4 b e
foir tiré par les points d ¢ f, & d f
que le point ¢ foit le commencement g i
des abfciffes. Nommant Pintervalle de ) *
deux ‘points — &, nous aurons pour Pabfcifle ¥ = o, trois valeurs
pour 'apphqueée y, quifont o, 4 &, & —a; & ces mémes trois va-
Jeurs répondront aulli i l'abeiflexr —a, & d ¥ ——a, A'cesvaleurss
répondra cette équation
my(yy—aa) =mx(xx—aa)

ol le rapport des coéfficients m & » peut étre quelconque, de forte
qu'une infinité de lignes du troifieme ordre peut éere indiguée, qui

paffent toutes par ces points donnés,

XXIL 1l eft bien vrai que cette équation renferme aufli des i
es droites, & des (ections coniques: car i — o, on aura trois li-
nes droites ¢, df & g 1: fim—o, on aura trois lignes droites a g,
bb&ci: fim—n,on aura une droite # ¢ ¢, & une elliple rirée
par les points befdg b: & im = —p, laligne du rroifieme or-
dre fera compofée d'une lignq droite ceg & d'une ellipfe qui pafle
parles points @ & 4 f6 4. Mais dans tous les autres rapports, quon
pofe entre m & #, 0n aura toujours une vraie ligne courbe, qui paffe
par les neuf points dennés. Et dela on comprendra aifement que
toutes les fois, que deux lignes du troifieme ordre, fe coupent en g
points, ces points feront tels, qu'ils ne déterminent pas tout a faic Ia
ligne du troifieme ordre, & que dans I'équation générale, aprés
qu'on l'aura appliquee a ces neuf points, il reftera un coéfficient in-
détermine.  Dansces cas dong, iln'y aura pas feulement deux lignes
du troifieme ordre, mais uneinfinite de lignes de cet ordre, qui peu-
vent toutes étre decrites par ces neuf pojnts.
XXIIL

£
.
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XXITI. Quand deuxlignes du quatrieme ordre s'entrecoupent en
16 points, puisque 14 points, lorsqu'ils conduifenta des équations toutes
differentes entr'elles, font {uffifants pourdéterminerune lignede cet
ordre ; ces 16 points {eront toujourstels, que trois ou plufieurs des
équations, qui en réfultent, font d¢jd comprifes dans les autres, De
forte que ces 16 points ne déterminent plusque s'iln’y en avoit que
13, Ou 12, ou encore moins, & parrant peur determiner la courbe en-
tierement, On pourra encore 4 ces 16 points ajouter un ou deux
points. Laméme chofe arrivera fi deux lignes du cinquieme ordre
fe coupent I'une 'autre en 25 points, qui n'etant pas fuffifants 3 de-
terminer la courbe, ils ne vaudront plus que 19, ou méme 1§, de for-
te que 6 ou 7 poines font fuperflus: & partanc ces 25 poines feront
toujours tellement dispofes, que dés que la courbe pafle parigde ces
points, elle paffera d'elle méme aufli par les autres, ou il fera impos-
fible qu'elle paffe par 19 points, fans pafler en méme tems par tous
les25. Ces réfléxions étant bien comprifes, on réfoudra ailément
toutes les autres dithicultes, qui pourroient naitre de la comparaifon
des deux propofitions générales, que j'ai rapportées dans le commen-
cement de ce difcours.

Memoirer de [ Acadomie Tom. IV, Gg DEMON-
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