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RECHERCHES

SUR LES PLUS GRANDS ET PLUS PETITS
QUIl SE TROUVENT DANS LES ACTIONS
DES FORCES,

PAR M., EULER-~

I,

¢ev Eft une verité dont on ne peut plus douter, que
'3 toures les actions, qui font produites var les forces
% de la nature, renferment conftamment un maximun,
ou un m:m*mum Ceeft a dire, les forces étant donnees, Ieffee
quelles produifent, fera toujours tel, qu'une certaine quantité y de-
VIENt LT mraximame, OO N minimun, de forte que certe prcrngatlvﬂ
n'auroit plus lieu, fi 'effer avoit éré touc autre. Cette confideracion
nous conduit & reconnoitre un principe général de la nature, for le-

(uel toutes fes actions fe réglent ; & qui nous fait voir, que la neture
fe propole toujours un certain bur, auquel elle tache de parvenir, en
y employanc les moindres depenfes. On fera tout 4 (it convaincu
de la verité de ce principe géneral, par les excellentes réfléxions, que
Monficur de Maupertuis, notre iliuftre Prefident, a publiées fur cc
fujet, tane dans les Mémoires de PAcademie Royale des Sciences de
Paris, que dans nos Mémoires pous Année 1746, oll il a demontré
que dans le choc des Corps le mouvement fe diftribué de maniere

que la quantité daction, que fuppofe un changerent arrivé, eit b
T 2 plus
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phus petite qu'il foit posfible. De plus il a fait voir, que dans le re-
pos les Corps, qui fe tiennent en équilibre, doivent étre tellement
fitués, que s'il leur arrivoit quelque petit mouvement, la quantité
d'action feroit la moindre, . :

II. Ceeft donc ce principe de la mofndre quantité d’aélion, au-
quel Mr. de Mauperzuis réduit tous les maxima, ou minima, que la
Nature obferve dans toutes fes productions: & la quantité d’action
pourra roujours €rre répréfentée par une certaine formule algebri-
que, quiétant appliquee i Peffer produic réellement par la Nature, y
obrient une valeur plus petite, qu'elle obtiendroit, s’il etoit arrive
cout autre effer.  Ce principe aura donc également lieu dans laMe-
canique & dans la Starique, ¢ a d. dans le mouvement, ausfi bien que
dans tous les états d’équilibre, ou les corps fe peuvent trouver, Pour
le mouvement, Mr.de Mauperruis vient de faire voir que ce princi-
pe de la moindre guantité daflion sobferve i la rigueur dans le choc
des corps, tant elaftiques que non élaftiques: & moi, j'si découvert
une femblable loi dans le mouvement des corps, qui font attirés vers
un, ou plufieurs centres de forces, par des forces quelconques ; ayant
remarqué que le mouvement du corps, & la courbe qu’il décrit, ren-
ferme toujours cette proprieté, que nommant & fa vicefJe dans un
endroit quelconque, & ds P'element de I'efpace, cette formule fuds
fera toujours un mnimum. Ce {era donc dans ce cas cette formule
fuds, quiexprime ce que Mr.de Mauperruisr nomme la quantice d'a-
étion, Ces deux cas du mouvement, dans lesquels nous voyons, que
ce principe a ligu, font d’une fi grande etendué, qu'on y peut pres-
que réduire tous les mouvemens, quiarrivent au monde ; & partant
on n’aura plus la moindre raifon de douter, que dans tous les mouve-
mens, par quelques forces qu'ils foient produics, il v ait roujours
une certaine formule, dont la valeur foit la plus perite, & par laquelle
fera reprefentée la quantite d'aclion,

11l. L'ufage de ce principe eft déja depuis long tems reconnu
dans la Ssatique, ou Dynamique, ouil s’agitde Péquilibre des corps fol-
licités par des forces quelconques, & c'eft par fon moyen, qu'on a
donné des folutions de plufieurs problemes de cette nature, 1l a éré

aife
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aifé de prévoir, qu'une chaine fufpendué de fes deux bouts devoit
prendre une telle figure, afin que fon centre de gravité foit le plus
bas: ou que la diftance de ce centre au centre de la terre, ou bien 3
un plan horizontl, loit un minimum.  Si Pon nomme un élement

ueleonque de la chaine = 4, & fa diftance a un plan horizontal
2}(1: pris 4 volonté — &, ce fera la valeur de cette formule fxds
qui fera un minimum pour la courbe de la chaine: & parrant ce fera
la méme formule [x ds, quirépréfente la quanticé d’aétion, qui doit
écre la plus petite.  De méme un ligue rempli d'un fluide prendra la
figure, dont la capacicé eft Ja plus grande, afin que le fluide puifle
descendre le plus bas qu'il eft posfible: & Mr. de Maupereuis a faic
voir l'ufage de ce grand principe en pluficurs autres figures, que ces
corps follicités par des forces quelconques font obliges de recevoir
oll il a determiné la formule, qui réprelente en chinque cas la quantite
d'aftion, qui y doit &re un minimum. Mr. Danicl Bernesnll a ausfi
remarqué, que la courbe d’une lame elaftiouc renforme un tel mini-
mum ; car nommant un élément quelcongue <2 ceiwe courbe = 415
& le rayon de fa développee dans cet endroit = #, il a obfervé que

] . i
la valeur de cette formule / = devient un miuimum dans la courbe

elaftique; & c'eft de ce principe que j'ai détermine la nature de cette
courbe, dans mon traicé {ur la methode de Maximis & Minimnis, pour
faire voir, que ce principe fournit Ja méme courbe, qu'onatrouvee

par la methode directe, dont on fe fert ordinairement.

IV. Par li on voit qu'il doit y avoir une double methode de
refoudre les problemes de Mecanique; I'une eft la methode directe,
ui eft fondée fur les ioix del’équilibre, ou du mouvement; mais 'au-
tie cft celle denc je viens de parler, ol fachant la formule, qui doit
Eere un maximunt, ou un minvimur , la folution fe fait par le moyen
de la methode de Maaimds & minimis, La premierc fournit Ja folu-
tion en détermmant l'effce par les caufes EPEciEﬂtes » or 'autre a en
vué les caufes finales, & en déduit 'effet : 'une & I'autre doit con-
duire d la méme foluton, & c'elt cetre harmonie, qui nous convaine
de
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de la verite de 1a {olution, quoique chaque mechode doive &rre
fondée fur des principes indubizables. Mais il eft fouvent trés diffi-
cile de découvrir la formule, qui doit écre un maeximum, ou minimumn,
& par laquelle la quantice d’action eft repréfentée, Cleft une recher-
chequi n*appartient pas tant a la Machematique, qu’a la Mctaphyfique
puisqu'il s'agit de connoitre le but, que la nature fe propofe dans fes
opérations : & ce [eroit porter cette {cience 3 fon plus haur degre de
perfetion, fi 'on étoit en érat d’asfigner pour chaque effec que la
nature produit, cette quantité daétion, qui y eft la plus perite, &
auw’on piic la deduire des premiers principes de notre connoiflince.
Mais je crois que nous fommes encore bien éloignés de ce degre de
perfection, & quil fera presque imposfible d’y arriver , 3 moins que
nous ne decouvrions pour un grand nombre de cas differens les ior-
mules, qui y deviennent, ou des maxima, ouminima, Or fachanc les
folutions, gue la methode direéte nous fournit, il ne fera pas difh-
cile de deviner des formules, qui écant fuppofées des marima, ou wmi-
nima, conduilent aux mémes ?ﬂluﬂ{}ﬂﬂ. PPar ce moyen nous connoj-
reons @ pofferiors ces formules qui expriment Ja quantite daction, &
alors i! ne fera plus fi difficile d’en demontrer la verité par les princi-
pes connus de la Metaphyfique.

V. Ceeft dans cetre vud, que je me propole de developperquel-
ques problémes de Statique, qui roulent fur la courbe, quun fil par-
faitement flexible doic former, etanc follicité par des forces quelcon-
ques. Je chercherai premierement la folution de ces problémes

ar la methode directe, c. a.d. parles loix connués de I'équilibre ; en-
Fuin: je tacherai de découvrir Jes formules, qui dans ces courbes trou-
vies obtiennent, ou la plus grande, ou la plus petite valeur, & les-
quelles par confequent pourront étre regardées comme les expres-
fions de la quantite d’action, dont la valeur fera plus petite pour |
courbe, qu'on aura trouvée par I'qutre methode, qu'elle feroic, file
fil avoit pris tout sutrecourbure,  J'ai choili cette elpece de problé-
mes, puisqu'on fait deji, que dans le cas ol le fil neft follicice que
par Ja gravite, c'eft la diftance du centre de gravire du fil au centre
de la terre, qui eft un memimum,  Or je rendrai ce probléine plus
general,
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général, en fuppoiine e toutes les particules du fil foient follicitées
par des forces quc conques, qui foient dirigées, ou vers un point
fixe, ou vers pluficurs, etant proportionelles a des fonétions quel-
conques de ces diitances: de plus on pourra fuppofer que, tant la di-
rection que la quantité de ces forces, dépende de la courbure méme,
comme cela arrive dans la courbe des voiles, & d'autres femblables,
ol la direction des forces eft toujours perpendiculaire d la courbe meé-
me: & dans ces cas j'ai remarque qu'il eft beaucoup plus difficile de
deviner la formule qui y eft un maximum, ou minimum; & partang
cetre eonfidération contribuéra d’autant plus 4 la connoiffance des
chofes , que la nature dans fes opérations tache de menager le plus

qu'il eft posfible.

PrRoorLeEME GENGERAL

VI. Le fil perfaitement flexille AY M érane follicieé danr cbacun
de [es ¢lémens par des forcer quelcongues, srauver la courbe AYM, d
laguelle ce fil fera réduir,

SoruTioN

Rapportons la courbe A YM, qu'il faut chercher i I"axe CP, &
nommons une abicifle quelconque CP — «, l'appliquée PM — 4,
& la longitude du fil, qui y répond AYM = r, de forteque 4
— v (dx* 4 dy*), puisque I'appliquée PM eft fuppofée perpendi-
culaire i labfciffe CP. Maintenant de quelque force que I"élément M m
— ds foit follicite, elle pourra écre réduite @ deux forces, donr I'une
tirera felon la direction M QQ_ parallele a I'abfcifle CP, I'aucre felon la
direftion de I'appliquée MP. Soit donc la force MQ_— Qds, & Ia
force MP—= P4, puisque chacune n'agiffant, que fur I'élément du
fil Mm — ds fera infiniment petite.  Afin que le fil demeure en
équilibre, puisquil eft parfiitement fléxible, il faut que les momens
de toutes les forces, dont la partie anterieure du il AYM eft folli-
citée, par rapport au point M, fe détruifent mutuellement. Pour cet
effet confiderons une portion quelconque du fil AY, que nous re-
garderons comme variable, pendant que le point M demeure fixe, &

Memeires de [ Academic Tow, IV, U partant
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partant les quantités » & y conftantes ; fuppoftion qui ne durers,
ue jusqu’d ce que nous aurons trouve la fomme de tous les momens
es forces par rapport au point M. Soit donc notre nouvelle abfcille
variable CX — @, lappliquee XY — ), &lacourbe AY —w, de-
forte que dw — v (d@= 4 dY*); & foit des forces, dont 'élément
Yy = do et follicite, celle qui agit felon Y Z parallele 2 CX =
gdw, & Pautre qui agit felon YX = pdew. Or le moment de celle-
1a ¥ Z par rapport au point M fera —gpdw (PM — YX) =(y—)
#dw, quitendra i tourner le fil autour du point M, en forte que Pan-
gle AM Q foic diminue: & le moment de I'autre force Y X
—pde fera—pde (CP — CX) = (& — @) pdw, dont leffec
fera contraire au précedent, & tendra 3 augmenter I'angle AMQ.
Par confequent le moment de ces deux forces prifes enfemble fera —
(y — V) gde — (x — @) pdw, quifera employé a tourner le fil
autour de M dans le fens AQ. Donc le moment de toutes les forces
quiagillent fur la portion du fil AY, fera Pintegrale de cette expres-
fion, & puisque » & y font confiderés comme conftantes, ce mo-
ment qui refulte de la portion AY fera Ty g dw — fq‘.»i? do —
xfpdw + [@pde, Approchons maintenant le point Y jusquiau
int M pour avoir l¢ moment, qui réfulte de routes les forces dont
le il AYM eft follicite, & alors les quantites @, ¥, g, p & dw de-
viendront égalesa x, 5, Q, P & s de forte que la fomme de tous les
momens des forces qui agiffent fur le £l AYM, pour le tourner au-
tour de Mdans lefens AQ fera = 3 /Qdsr — /yQds, — 2 [Pds
+ f*Pds. Orafin que le fil étant parfaicement flexible , ne foit pas
remué, il faur que la formme de ces momens evanouifle, d'ou nous
obciendrons cette équation, qui exprimera la nature de la courbe
cherchée AYM
y/Qds = [yQds — 2fPds —+ [+Pds — 0.
Cette equation deviendra plus fimple , en prenant {a differentielle
qui fera: .
dy/Q ds — dxfPds — o
o' fQQ ds exprime la fomme de toutes les forces, dont le fil AM eft
follicite fuivant la direction de.lablcille PC, & [Pds la fomme de
toutes
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toutes les forces, dontle fil AM eft follicicé fuivant la dire&tion des
appliquées PM. C Q. F. T, .-ov -

VII. Sile fil eft arrété au point A, outenu fixe par une force
quelconque, on réfoudra ausfi celle-cy foivant les diretions AB &
AC. Soitlaforce AB = B, & {a forcce AC = C; & celle -1}
doit étre comprife dans /Qd7, & celle- cy dans /P dr. Dong, fi ces
expresfions [Qd s & [P ds, necomprennent que les forces, qui agis-
fenc fur les élemens du fil, on y doit ajourer ces forces finies B & C,
& aulieu de JQd4s nousaurons B + fQds, & C + [Pdrsauliende
JPds; ce qui donnera pour la courbe cette équation differentielle :

 dy (B4-/Qds) — dx (C - [Pds) =

dont I'integrale fera exprimée par:

[dy (B—/Qds) —[dx (C—fPds) = Conft.

Or puisque /4y (B + {Q4dr) exprime la fomme des momens,
ui refulrent des forces {elon la diredtion des ablcilles, & fdx (T 4
Pds) la fomme des momens, qui réfultent des forces felon la dire-

ction des appliquées, comme ces momens fe doivent détruire mutu-

ellement, il eft evident que la conftante doic éere —— o, pourvu-
ue les integrales s’etendent par touc le fil,

VII1. Cependant, puisque les integrales /fQds & /Pdspeuyent
déja renfermer les conftantes B & C, on les pourra omerure fans fau-
te, deforte que la nature de la courbe du fil fera exprimée, ou par cet-
te équation integrale [dyfQdr — [fdx /P ds — Confl. ou par cetre
équation differenticlle dy/Qds — dxfPds — o.  Laquelle nous

fournit cette analogie:
dy : dx = [Pds: fQdx

Dot nous tirons cette régle générale pour trouver la courbure d’un
fil parfiicement fléxible, erant follicité par des forces quelconques,
Ceft qurayane tiré Pappliquée’infiniment proche pm, & Mn parallele
3 Iabfciffe, il yaura toujours : le differentielde Pappliguée mn au diffe-
ventiel de I ﬂgﬁfﬂ*’ Mn — Pp, comme la fornme de toures les for-
ces, qui agiffent dans la diveétion des appliguées , efl A la foranie de
toutes les forces, qui agiffent duns la dire@ion des abfciffer.

Uz IX. Si
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1X. Sile il AY Mn'eft pas parfaitement fléxible, mais qu'il foit
elaftique, ou quiil ait quelque raideur qui réfifte 3 Pinfléxion, il ne
fera pas difficile ausfi dans ce cas de déterminer la courbe, que ce fil
prendra, quoiqu’il foir outre cela follicice par des forces quelconques,
comme je viens de fuppofer. Car la force, ou plutot le moment, qui
eft requis pour courhsr le fil au pointM, fera proportionnel a la cour-
bure dans ce point, ou réciproquement comme le rayon de la dé-
veloppée au point M. Suppofant donc ce rayon — r, de forte que »
__ 4.5 f . __drdx p
= dxddy’ en fuppofant dx conftant, our — ady en fuppo-

L

I
fant dr conftant, la force de roideur fera comme s fi la roideur
eft partout égale. Or fi Pépaifleur du fil eft fuppofte variable, la for-

ce de roideur pourra étre exprimée par 2 ouS eft une fonétion

proportionnelle a 'epaiffeur du fil au'point M. Cette force de roi-
deur tendant 3 remerttre le fil dans fa ficuation droite, que je fuppofe
lui €rre naturelle, elle doit éere contrehalancée par la fomme des mo-
mens de toutes les forces dont le fil eft follicite. Or la fomme de
ces momens a €té trouvée = y/Qdsr — [yQds—x[Pds 4 [xPds
oubien = fdy fQds — Jfdx fPds, donc la diretion értanc con-

traire a la force de roideur P il faur que ces deux expresfions

foyent égales entr’elles.  De la nous obtiendrons pour laceurbe de
ce filroide, ouélaftique, cette équation :
-f— — [dy [Qds — fdx [Pd:
qui fe reduit a celle, que nous avons trouvee dans la folution du
probleme, fi la roideur S évanouit.
X. En voicy donc la folution du probléme le plus général,
par laquelle on eft en état de determiner la courbe, que forme unfil,

ou parfaitement fléxible, ou elaftique, dont tous les points font folli-
cites
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tités par des forces quelconques. Mais je remarque dabord, que
cctte folution générale ne fe peur déduire par la methode de maximis
&' minimis: car quoique cette methode foit propre i fournir des
folutions géneérales, il faut pourtant qu’on fache, desquelles des varia-
bles foyent compofeées les fonctions, qui entrenc dans la formule qui
doit étre, ou un maximum, ou unauniman, Donc, a2 moinsgu’on ne
détermine la nature des fonétions P & Q, qui expriment les forcgs,
dont chaque élément Mm du fil eft follicice, il eft imposfible de dé-
courrir une formule, qui etant fuppolee un maximum,ouunminimun,
produile la méme courbe. Je men vais donc appliquer cette folu-
tion générale 3 des cas particuliers, en détermimane lesfonctions P &
Q, ou par les abfcifles x, ou par lesappliquées y, ou par une expres-
{ion, qui contienne toutes les deux d'une maniere, dont la compo-
ficion foit connué, Pour cet effet je ferai application de la folution
genérale trouvée aux problemes fuivants: & e tagherai de joindreala
folution de chacun la formule, qui écant fuppofee un maximuni, ou
un minimum , conduife a la méme courbe: afin qu'on en puifle
connoitre pour chaque cas l'expresfion, qui rcpréfente la quantite

d'aélion.

ProBrLEME L
X1. Le fil parfairement flexible AXM ¢rane dans cbague poine
M follicite felon la divellion des appliquées MP par des forces, qui foiene
exprimeer par wie fontlion quelcongue de ces appliquics: rrouver la

courbe AY M gue ce fil formera,

SOLUTION
Ayant nommé comme auparavant Pablcide CP = ¥, I'appliquée
PM—y, & lare A YM —, foit Y la fonétion de Iappliquée v, 2
Jaquelle la force dont le fil au point M eft tire fuivant la direttion
MP, eft fuppofée proportionnelle, de forte que la force qui agic fur
'eléement Mm — &5 foit =Y Js, laquelle ayant ete fuppelce dans
la folution generale — Pdr, nous aurons P =Y & () =0 Fr par-

tant puisque le fil eft fuppofe parfaitement flexible, lanature dela
U caurbe
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courbe fera exprimée par cette équation, Bdy — & & /Y ds=y:
Car quoique Q — o, Pintegral /) 45 n’evanouira pas, mais il fera
le 3 une conftante B, qui exprime la force A B appliquée au bout
du fil A: or l'autre force A C = C fera renfermée dans Pexpréilion
integrale /Y ds. Pour reduire cette équation, & pour la ramener 4
la forme, qui fe trouve dans la methode de maximis & mivimis | je
fuppole 4y — pdx, pouravoirds = dx V(14 pp), & l'equation
trouvée fe changera en cete forme BEp =/ Y dx v (14 pp), dont
le differentiel e Bdp =Y dxv (1 4 pp), ouBpdp =Y dyv
s b2y
_ V{t~pp)— %
8 prenant les integrales /Y dy —Bv (14 pp), la conftante qu'on
pourroit ajourer, ctant comprife dans Pintegrale /Y &y: & cette é-
quation [ Ydy = BV (1 + gp) ayant fes deux variables p & y feparées,
peur fufhire pour latonftruétion de la courbe, que nous chercﬁuns,
XII. Pour trouver certe méme courbe par la methode de M-
ximis & Minwnis, il [aur [e rappeller cette folution generale, que
yai donnée dans mon traité fur certe matiere. Avyant polé {'sblcifle
— x, l'appliquée =y, & pour les differenticlsdy —pdx; dp—g¢dx;
dg—rdx&c. Soitf Zdxlaformule,dontla valeur doit étre un ma.xi-
mumt, oumininzun, ou Z marqueune fonétion quelconque des PU'.lnti[éE
X9 Py 5 ¥y &c. de forte que fon differentiel aitune telle forme:
dZ—=Mdx - Ndy—+Pdp—+ Qd g+ Rdr &e.
alors yai demontre, quela courbe, ou/Z dx eft un maxinum, ou
mininum, (era exprimée par cette équation, fuppolant I'element 4 &

ot iP  dd 4 R
ﬂ:N_ﬂ'x : o x? d x3 ~+ &

XIII. Comme cette équation eft encore rrop generale pour no-
tre cas, foic Z {feulement une fonction de y & p, de forte que 4 Z —
Ndy+ Pdp, & la formule /L dx fera un maxinum, ou mininum, dans

dP

la courbe cxprimge par cette equation : ¢ =N — % ou Ndar—
P,

(1+pp) dcaule de dv — —;, d'ou noustirons
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dP, qui etamt mulcipliée par p, a caule de pdx — 4, donne Ndy—
pdP. Ornousavons dZ _Ndy 4 Pdp, & partant 1l y aura
dZ—pdP +Pdp, dont 'mtegrale eft : Z— Pp + Conft. Nous
voild donc réduits i trouver une telle fonction Z de y & de p, que
fuppofant dZ = N dy 4+ P d p, PéquationZ — P p + Conft,
devienne la méme, que nous avons trouvee, favoir /Y 4 'y —B ¥
(14 pp), oucommeB Ir:ra égale a la conftante de la premiere equa-

LY dy
tmn,qu:Z-—decmnne_Va_I_ },nuf"fd'jr._._._

(Z—=Pp) V(1 +pp.)

XIV. Pour refoudre cette équation, ou pour en tirer la valeur

Z Yd
de Z, FHHE!HEP e F P V{{ : _}_'; P]I’ je remets cette valewr
danslequationdZ = N dy + Pdp, & paunai d Z = Ndy +

Z dp dp f[Ydy pdZ—2Zdp ___ Ndy
,ou bi i
? FV(I-I—PP) ouEER T ) »

d , : .
AR j? ou [e premier membre étant integrable, ayant

pr V(l-!—,ﬂﬁ
pour mterrr:llﬂ 5 il faue que le fecond membre {oir auili integrable.

: - 4 d
Or fon integrale tirce de a2 pantie o7 Vf;f-ljﬂﬁg en fuppofant

Y d
y conftant eft :L:F_j v (1 4 pp) + funtty& partant nous

Z . [X dy 5 . :
aurons 5 — TP’(: 2pp) + mnél.y: ou L — f[Ydy.
v (14 pp)+p funé. y. Par confequent la courbe du fil fe trouvera,
fi 'on cherche panm toutks les courbe celle, dans laquelle S Z d »
¢ & df‘f"' V{tTpp). [Yidy +fpn’:r ﬂrn et y, feru un maximum,
ou un minimam ; & l'expréflon, qurreprélente la quanuce d nﬂmn

ferafds fY dy 4+ [dy funét.y. Ou puisquefdy funct.y eft une fun-
ction
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¢tion de y, qui demeure la méme pour toutes les courbes, qui paffent
par les mémes points A & M, la courbure du il AYM aura cette
proprieté, que parmi toutes les courbes qui paflent par les points A

& M, il y aura certe expresfion fd s [Y dy un minimum: d'ou je tire
le Theoreme [uivant.

TueoreMe L

XV, Le il AYM, comme nous avons fuppofé dans le probleme
précedene, écant dans cbague point M follicied [elon la direflion der ap-
pliqguees MP par des forces, qui fons exprimies par une fontlion quel-
congue Y des appliguées PM = Y, prendra une eclle figure AY M, gue

pavui toutes les ausres courbes poifivles, il y aurs cesse expresfion [d if
Y ,d'}r ER rRINImEn.

‘On trouvera donc cette courbe, [i on cherche parmi toutes les
courbes, qui font comprifes entre les mémes termes, celle oll la valeur
de cette expresfion [ds [Y dy devient un minimum. Il n'eft pas ne-
cellaire, comme la nature de la queftion femble de demander, que
cette proprieté ne regarde que les courbes de la méme longueur;
car il revient au méme, {oit-qu'on fuppofe la formule /ds /Y ay par-
mi toutes les courbes poslibles, -ou feulement parmi les ifoperimetres:
Car pour ce dernier cas, on devroit, comme j'ai demontre dans mon
traite fur certe matiere, rendre cette formule [ds fYdy 4 e« fds un
minimum. Or cewe conftante & pouvant étre comprile dans Iince-
gral /Y dy, on pourra negliger ce terme & /d's, & alors il ne refte i
rendreun minimum, que la formule trouvée [ds [ Y dy.

ProerLeme IL
XVI. Lefl parfaitement flexible AYM érant [ollicité dans cha-
que poine M futvant les direllions MP, M Q_ par des forces, dont cclle-
ld, qui agit felon MP, [oit exprimée par une fonlion de Pappliquée
MP =y, & celie-cy, qui agit felon M Q par une fondlion de baljeiff
C P — x: srouver la figure du il AY M.

SorLu-
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SoruT1iowN
Retenant toujours les mémesdenominations CP =¥, PM =¥
Parc AYM — 5, foit Y la fonction de ¥s qui exprime la force, qui agit
felon MP, & X la fondtion de z, qui exprime ls force MQ. Nous
n'avons donc que mertre dans la folution générale, que X &Y au

lieude Q & P, pour avoir Pequation fuivante, qui exprimers la
nature de la courbe cherchée A Y M

dy(B+/Xds) = dx (CoH=[Yds) —o
ou, puisque les conftantes B & C peuvent etre comprifes dans les for-
muIr:s mt:gw:aies, Y10US aurens:

f}[d:_d’foﬁ'.r
Suppa{'unsd’y_pa?.r, pour avoir d s = d x v (14+2p), &

I'équarion trouvée fera pfXdaxv (14+pp) =/ Y d2v{+pp)
qui etant drﬁ'cren:mt: denne

dp fXdxV (1=4=pp)+XpdxV (1+-pp) =Y d+V{(14-pp)

Soit de plus 4 p = f d « » & apres avoir differentie cetre équation :
XpV YV(i
[XdeV (14-pp) 4= 22 ; (1—4-22) _ (:—pp}

aous obtiendrans mettant partout ¢ 4 x au lieude 4 p

Xdev' (i +PFJ+KJ:}TI+FF}+S%L{1§ + Fjﬁffﬁ'ﬁﬁj HJ;J;P’":["“PP)
Ypdx | dYV(i—+-pp)  YdeV(1+4-pp)
= V(Q—+pp) 7 79 === qui fe réduic

Xppdx , pdX Xpdg _ Ypdx dY Ydy
Xdxr— ! ..o
PRI T 1 g7 a7 41
Mulaplions cetee s:qu:mml par 14 poUr avoir
dY —pd X ;
[ - LI )2 ; f Y—pX)(1~+pp)+Ypde—2Xdx (1-t-pp)—X ppds—=+
& pour en trouver integrale, s’il y en a, je {uppofe;

(Y =p K} (14-pp)

— Z ce quiérant differentic donne

dY—pd "‘~. d.
( Y-p - EI_I_PJF:} 'f{Y FX} {I_{"Pﬁ.}_}" ipﬂFxCY_P}{}—}:JJCI-HP}ﬂ

Mermvire: de U Acadewie fﬁal IF. X

avanc
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ayant mis partoutd p — ¢ d x, Retranchons de cette équation la
precedente, & il nous reftera:
$Z= Y££:—= Xppdae +=Xdx(1+4pp)+ Xppdx
oubiendZ =Y pdx + X dx. Or puisque dy — p d x, nous au-
ronsdZ — X d x + Y dy, laquelle expreflion, parceque X eft fon-
&ion de » & Y fonction de y, fera m:egrabl&& donnera
Z =/Xdx—+[Ydy

de forte que notre equation integrale cherchee fera

(> ‘Fj? “'H"”}—fx d x4+ ,/Ydy

d
nuimui’edeg._ﬂ,ﬁ E&dy—=pdx:

dp _Ydx—-Xdy

k=P B fx\rf:r—|—fYa'}r

Il ne paroit pas que certe cquation fe puiffe encore integrer ; aufli

n'eft ce-pas mon deflein de conftruire ces courbes, ou d’en rechercher

Ia nature : mon bur n’erant 1:1, que de trouver les formules, qui

etant [uppofies devenir un maximum, ou un minimunt, fournifient les

mémes courbes que nous trouvons par les principes de mechanique,
XVIL. Soitf Z d x cette formule, qui etant fuppofce vn me-

ximum, ou minimaw, produife la courbe, que nous vemons de rrou-

ver, ou Pequation:
d p . Y dx— X_—J}'
1 4 pp - [Xdoe—4[Ydy
&oitdZ—Mdx + Ndy+Pdp, vouant, que Z doit etre une
fonétion des quanrités x,y, & p.  Etalors la courbe cherchée fera ex-
. d P

primée par cette équation : ¢ = N — T oue = N dx—dP,
d I dp __er.r—-}{ﬂ"g
equatien qui doit ¢ere la méme, qm:x—;—-; s — IRds o= Vs
Icije remarque, quedansl'analyfeilnousmangueencoreune methode,
r !aquel]c on pmﬂe decouvrir [a tormule [ Zdx, fachant I'equation,

a laquelle elle doit conduire : mais apres quelques eflais on LrOU e~
12,
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1, que l'on n’a qud mettre Z = ([Xdx + [¥ 2y v (a4 pp°).
CarglosonauraM =X v (14 pp)i N=Y ¥ (1 4 202
p(/RXdx—+[Ydy) _

, d'otl l'on tire

&SP =

"V (1=4-pp)
JP___J,#(I}CJ.r-i—f_YJj}_ : Xpa’.f-—l-'!'pﬂ
ST ) Vatpr) C 0 YV (i-ep)

& partant I'equation N 4 x —d4 P donnera
_dp([Xdx—-(Fdy) , Xpdx—-Fpdy
Yda«v = - L= 'y
il nld (14=p2)V(14-pp) ° V (14-pp)
qui erant multipliée par v (1 4 pp ) produira:

d .
Fdx 4 Fppdx — Xpde —F pdy — F(flﬁj-rfr‘ff.)

Or puisquepdx —=dy,illera Y ppdx—F pdy—o; & par confé.

quUENT ©I aura :
Jp[fxa'x-{—fﬂf}r}n dp __Fdx—Xdy

Fdx—-Xdy— u foet 4

S =y s tpp~ JXdx=jFdy
qui eft ]a méme équation, que nous avons trovvee pour lacourbure
du fil AF" M.

TuHeorEmME IL

XVII. Le fil A F"Meéeant [ollicité, comnie ona Juppofe dansle pro-
bleme 11, dans cbague poine M par deux forces, lune felon ladirefion des
abfziffes MQ_ gur foir 2gale d une fontlion X de Pabfeiffe CP—x; &
Pautve felon la diveétion desappligrecs MP, gut foitégale o' unme fontlion
F de Lappliguie PM = y; alors ce fil prendva une relle flzure A M,
dans laguelle cecse expreffion {ds (I X dx + [Fdy) ferasn minimum.

e Theoreme precedent nous a deji fait voir, que fi le fil n'eroit
follicité que par les forces /7, alors cetre formule [dx [ Fdy feroit
un minimumn: & par la méae railon, i le fil éroir follicite par les
feules forces X, alors cetre formuie [d s /X d » deviendroit un mi-
nimwa. A prefent nous vevons, que fi ces deux differentes forces
asiflont enfembic, alors aw’i Ly fomme de ces deux formules fds (/X
dx 4 [F av)y deviendra un mimizmwn, ce qui fera a préfent daveone
plus aifc de démontrer @ priori. Nous avons fuppole les forces X &

N 2 F can-
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F contraires aux accroillemens des coordonnces.x & y; cardes queie
point M obeiroit 3 ces forces, tant Fabfciffe x que P'appliquce yen
deviendroit plus petite. D’ou il eft elair, que fi ces forces avoient
des diredtionsoppolees, alors la formule — fds (fXdx+ [Fdy)
deviendroit un minimum, & partant celle-cy + [d s (/X dx 4 [F dy)
un maxmmum: ce qui fert a faire voir 'etroite liaifon entre les maxs-
ma & minima, deforte qu'on n’a qu'ichanger le figne, pour changer
Ye mivimum dans un maximum, & réciproquement.

Prosreme lL
XIX. Silepaiffeur du il A ¥ M #'cf pas la méme partout , mait
gi'elle varie fekon une loi guelcongue , & gue ce fil foir follicité en
chague poine M [urvans la divellion M €Q_par une force exprimée pav
une fonllion yuelcongue de labfciffe CP —— x, trouver la figure que
ce fil prendra.

SoLvTiOoN

Soit X la fonftien, i laquelle la force, qui tire I'élement M m
fuivant MQ, eft proportionelle ; & cette force X doit etre regardee
comme une force acceleratrice, qui etant multipliée par ka mafle del’e-
Kment Mm, donnera k veritable force motrice. O le fil étanc fup-
pofé d'une epaiffeur inégale, la mafle de I'éléement M, n'e fera plus
exprimée par 45, ni par conféquent Ja feree par X ds.  Soit dong
fS dsla maffedu fil entier A ¥ Mdont lalongueur = s, & la maflc de
Vélement M m fera=—=S4d s, ou S marque une fonétion quelconque
de s, d’olt depend l'epuiffeur du fil. Donc la force qui tire cet éle-
ment Mar, fuivant la direction des abftifles MQ, fera — X Sds, qui
¢tant mife pour Q 4 s donnera pour la figure du fil cette équation :

Cdx —dylXSdu

Pofant dy = pdx & ds=dx v (r + pp) certe équation

fe changera en -;—::fHSJJF(:+pp}, & par la differentiation en
C:H-{—pp} — X Sdx

Cdyp
— — d ¥, ou
P Fﬁ’)_x Sdax,

1l s’en faut encore beaucop, qu'on puifle connoitre de cette éqaaﬂuﬂ
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la courbe’ que nous cherchons, mais cette ¢guation {uffic pour notre
deflein quieftde decouvrirune formule, qui éane fuppolce un mini-

CYU+P2) — g sdn
¢

mum produile la méme équation

W

XX, Il paroit d'abord fort probable, que pour avoir cette {or-
ule, nousn’avons qu'a écrire Sd'r, au licudedr, dans les formules,
qui fatisfont aux queftions precedentes. Ainfi pour ce cas que nous
venons de developper nous aurons cetre formule /S 5 X dx, qu
ecant fuppolce un ménimum, devroit produire Pequation pourla cour-
hure du fil. Certe formule comparée & la générale —/Z 4 x, i caufe
de ds=da V(14 pp)donnera Z —=Sv (14 pp). /X dx: quictant
une fonétion renfermant non feulement les ., y, avec leurs differen-
tiels, mais aulli I'arc s, il faut emplofer pour ce cas la régle qui fuit,
Si Z eft une fonltion non feulement des vaviables x, y, & des yuan-
pités qui réfulrent de lewrs diffevenriels, favoir p —— j—i; §r=s

fTE pr = :—rf &'c. mais ausfy d'une formule intégrale f[3dx = T,

¥ 3

de forte que :
dZ2—=Ldll +Mdx—4-Ndy 4-Pdp-4-Qdg—4 Rdr &e.

&2 d] —= Mdr 4 Ndy - Pdp 4 Qdg 4+ Rdr &e.

Alors entre toures les courbes, qui ont [Sdx de la méme gran-
deur, celle o il y awra fLdx un minimum fera exprimic pav cerse
équation,

o=N-9/Lds~ -5_—;1 (P=p/ Ldx)~ ﬁ,_x;-;m. (Q- Ly/L),

XXL Dans le cas prefent S étant une fondtion de s = | d »
v(1 4 pp), jeferal T = s &I = V(14 p0): KilleraM—y,

N —o0, &P—= % UF__I_ I’P}i Enfuite fuppofunt 4S8 — K4,

nous aurodls
X 3 d7
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47 —Kds V (i—pp). JXdx—XSdxV (i--pp) + %%fm
& parant L = K V(a+pp) [Xdxi M = XSV (i4pp)i N o

Sp/Xdx :
— — " __. Deliequation cherchée fera:
AE=vaTom A
. SpfXdx P

o === d. [V_{I'—T—'H) —~ VG779 SJKdxV [14-pp). fl{d.q
Or puisque Kdx v (1 4+ pp)—=Kds, nous aurons Kdxv (1 + pp)=
s & nmre: équation fera o — — ;;i. —V_{ ["—t-'_—l-_}ﬁ(s;" Xdx—fdS] Xdx)
& prenanc intégrale ;

= 2L S/Xdx—fd
C__.V“__}_PH( fXdx — fdSfX dx).
Mais le differenticl de S fXdx — [dS [Xdx étant = XSd », nous

Vi . C V¥ (14 pp)
: x ] et
aurons C Vo p7) [XSdx, ou bien

— [XSdx, quieft la méme équation, que la folution du probleme
nouws a fournie, & par confequent cette folution fe trouve, fi l'opn
cherche entre toures les courbes ifoperimetres, ou entre routes les
courbes, que le il propofe pourroit former, celle, ou il y aura cetee
formule [Sds [Xdx wn maimum : & de li nous tirerons ce theo-
reme encore plus genéral.

Tuneoreme IL '

XXII. Le fil parfaitement fexible AYM, dont la longueiy — s,

89 la maffe = [S d, irame Jolizcite en chague peimi M pur deny for.
ces accelerusrices, furvans les diveftions M Q, M P, dore celle - i [fzie
sgale i une fonélion X de Palfeiffe CP = x, A luquelle la divcélion
MQ_ef parallele; or celle-ci, qui agir dans la direllion de appliquee
MP = vy, fort fgale i une fonélion Y de y, de forte yue lelémene o#u fi]
Mm = ds, dong lamuffe — Sds, [oit follicits par la faves mocrice,
X oody jedor MQ & pas la force motrice YSds felon MP: Lu conrbe,
AY M, que le fil formera, aura cctte proprieté, que parmi voures les
aurres
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autres courbes de la méme longueur, ily aura ceste formule [Sds ([X
dx + [Ydy) UN MINIMUM.

1l n’elt pas neceflaire de déemontrer ce theoreme dans toute fon
étendue, car I'ayant démontré pour le cas, ol I'element Mm n'eft
follicité que par une force XSds dans Iz dire¢tion M Q , la meme
démontftration fervira ausfi pour Pautre force YS dr, fi elle agifloic
toute feule, deforte que pour le premier cas on aura la formule /S
ds [X dx, & pour l'autre celle-cy /5 &5 [ Ydy, qui doit étre un
minimum. Or lafolution du probleme fecond nous convainer:, que
fi les deux forces agiffent enfemble,, on n*aura qu'a ajouter enfem-
ble les deux formules, qui appartiennent feparément a ces deux cas:
cependant on pourra salleurer tout a faic de cetre verit, 11 'on veut
faire le calcul fuivant les regles, dont nous nous fommes fervi dans
la folution du probleme IL.

XXIIL. Pour approfondir la nsture de ces formules, il faue avoir
egard a trois chofes: Ime.d la quantité des forces acceleracrices, dont
chaque elément du fil eft {ollicite, [l4e. a la direflion de ces forces
& 11lsie. 3 'epaiffeur, ou 4 la mafle du il. La quantite de la force ac ?
celeratrice {e trouve, fi 'on divife la force motrice dont chaque ¢le-
ment du fil eft follicite, par ]a maffe de ce méme élément : Ja force
acceleratrice fera donc une quanticé finie exprimeée par une fondiioin.
Jusqu'ici nous avons fuppol¢ des fonétions, ou de Iabfcifle x, ou
de 'appliquée y, pour exprimer ces forces acceleratrices. Pour Is di-
re&tion de ces forces, nousl'avons {uppolee parallele i celle des coor--
Gonnées x ou y, dont la force méme éroit une fonétion: Ainft la
foree expriinée par X, fonétion de l'abfcifle CP = x, sgiffoit dans Ia
direftion M Q_ parallele aux abfcifles, & la force Y, fonéion de i'p-
pliquee PM — y, agiloit dans cette méme direction MP,  Dans ces
cas pour trouver les formules, qui contiennent un mswimumn, ou ce

ui revient au méme, pour repréfenter la quantite d'action, il faur
multiplier chaque force X &Y par 'elément de fa diredtion da & Jy,
pour avoir X dx & Y dy, & d'enprendreles imégrales/ X ~a & f Yar.
A' ces formules on donnerz le figne + fi les forces X & Y font con
traires aux diretions des quantités » & y, ou que leur action eend |

diminuer €es quantités, comme la figure repréfente: or fi une de
€cs
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ces forces avoit une direction contraire, on donnera le figne — 3 Ia
formule intégrale fX dx ou /Y dy. Suivanc cette régle par rap-
port aux fignes, on ajoutera enfemble ces intégrales, s'il y ena plu-
ficurs, & on multipliera la fomme par la mafle de I'elément du Al S4r.
Alors I'intégrale de ce produit [§ds (/X dx + [Ydy); fera la
formule cherchée, donc la valeur eft un wmiminsum pour la courbe
du fil.
XXIV, Certte régle, que nous venons de découvrir, demande,
ue la variable, dont la force eft une fonction, & la force, ayent la
méme direction ; & on fe tromperoit, {i I'on vouloit appliquer cette
régle 4 des cas, ou cette identite de directions n'a pas lieu. Pour la
preuve de cela, fuppolons que le il AYM foit follicité au point M
fuivant la direétion de Pappliquée MP par une force, qui foir égale
a une fonétion de 'abfciffe CP —x. Soit cette force = X, & fup-
pofant le fil par tout également epais, nous aurons pour fa courbure

cette équation B dy — dxfXds, qui polant dy — p d x [e changeen

Bd
Bp—=fXdxV(1+4pp),ou V{:—i—‘;FJ: X dx, d'ou 'on
d
tire fXa'r:Efy“___:FFj.

Or on verra kientat, que cette courbe ne fe trouve pas en faifant la
formule [d s f X d yun minimum, ou la force acceleratrice X eft mul-
tipliée par 4 y, le differentiel de la ligne MP, quireprefente la dire-
étion de certe force, & Pintegral /X deft y multiphié parl’élément du fil
d r. Mais la courbe quon tire de cerre formule [4 5 /X 4y fuivane
la methode de maximis & miniiis fera bien differente de celle, que
nous venons de trouver favoir

d
SR dx=B[ ot = B (p=+V{1+2P))

XXV. Voyons donc quelle fera pour ce cas la formule, qui
étant {uppolte un maximun, ou minimun, conduife 3 cetrte méme équa-

don, Soit [Zdx cette formule, & dZ=Mdx + Ndy 4 Pdp;
dp
d'ou on obtienr en geénéral cette équation ¢ = N — 77—
Or
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dp

Or puisque notre équation [ X dx = Bf Va+p) 2 contient

pas ¥, on voit que N — ¢, & que I'équation pour la courbe fera 4P
— : _ dp
—o, ouP = B. Soit pour abréger T =/ Vii=p7)" de forte

que T eft une fonction connue de p, & notre équation /X d+—B 1T,
[ X dx

comparée aP =B, donnera P = R T &piraant dZ=-Md x
dpfXd - d
} ‘E"rﬂ :; {oit I’mtEgmlfﬁ‘E — ®, & nous aurons Z_— P

X d x, & la formule dont la valeur eft un maximun, ou minimum,
dans la courbe du filfera f @ 4 & £ X d », oi @ marque une fon-
¢tion de p, qui renferme une double intégration favoir @ —

_dpr dp . ;
ff ¥ P —ff[Vl:l—‘—ﬁp:l iﬁ}, fﬂﬂn!.'llﬂ fi embarafsce
V(1—pp)

qu'il femble presque impoflible, qu'aucune theoric y fauroic jamais
conduire a priori,

XXVI. Nous voyons donc, qu’il n’eft pas permis de donner i
la régle, que nous avons tirée des trois theoremes precedens, une plus
grande étendue, que pour les cas o1, tant la quanticé, que la direétion
des forces acceleratrices fone déterminées par la méme quantite va-
riabls, & quoique jusqu'ici nous ayons fuppofe ces variables paralle-
les ‘entr'elles , pourtant la régle mentionnce aura auffi lieu, files
variables, done les forces font des fonchions, fortent d’un point fixe,
pourvii queles forees agillent dans la direction de ces mémes variables.
La méme régle ne fouirira non plus aucune exception, quand méme
le fil feroit follicité en méme tems vers plufieurs points fixes, par des
forces accelerstrices, qui fuffent proportionelles a des fonétions quel-
conqgues des diftances a ces points.  Comme cette circonflance con-
tribuéra confliderablement 4 la perfeétion de la theorie, que nous a-
vens en vué, je joindrai les problemes fuivans, ou je confidérerai
des forces dirigées versun, ou plufieurs points fixes, pour en tirer les

Memaires de U Academic Tom, IV, Y theo-
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theoremes, qui contiennent les formules, dont la quantite d'a&tion
peut érre reprefentée. ;

ProeremE IV.
XXVIL Le il A M érant dans rous fes points M folliciré vers le

poine fixe Cpar une force, yui foit exprimée par une fonlion gquelcon-

que de la diffance M C: trouwver la courbe CM,d laguelle le fil fera
réduir,

SoLUTION,

Que Paxe CP auquel nous rapporterons la courbe, pafle par le
point C, & y ayant tire la perpendiculaire M P, foic CP = x, ' M
—y, &ilferaCM—V (xxr+yy). Orfoit CM= v (x4 yy,—=
v & V la fonétion de v, qui exprime la force acceleratrice, dont
Velément M mr eft tire vers C. Dccompolons certte force feion les

direétions M P, M Q_ paralleles aux coordonnees, & nous aurens

¥ Vv
la force felon M Q= = ~ & la force felon MP = T ¥, Donc
) " o V »
dans la folution du probléme général nous wavons qu’d metire s

v S~
an lieude Q & —ﬂ}' au lien de P, & l'equation pour |a courbe cher-

chee A M fera = ol
Vxdis I
dy [ 4

& e .Tf—ﬂ—-— e
ot 45 marque la maffe de 'éi¢ment du fil Mwr, que je fuppoferai icj
de la méme epaiffeur par tout, deforteque ds = v (dae® 4457,
Mettons comme auparavant 4 y —— pdx, pour avoir p S
i !
VaxdxV(1=pp) _ fV ydxV((—pp) Bt -

 —

v v
renuel eft:
! * V[ Vidr
s/ Vw’#:’(r—l—ﬁrl g "ﬂﬁﬂ’:':,'i ) _ Vy u*”(’:!-_f*f}

Soit
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Soit deplus dp— g dx, & pour — écrivons U, pour avoir:

SfUxdxV(14pp)= U{?-.F-*'; V(t=pp)

dont le differenciel eit: i
V

Usde (4 ppy =TI e ppy 4 S LR
_ Uly=px)dqV (4pp)

' & 4
yui fe change en eelle- cy
axgdx _dU  pgdx dq

y—rx - U : 1= pp q

ou bien a canfe de g dx = d p en celle-cy .
2xdp _dU  pdp d g
y—rx U 7 1t-pp

dont chaque membre eft un differentiel Jogarithmique; card (y —p &)
2xdp __ ~2d(y—px)

, y=px - Y—pX

Par confequent P'integralede notre équation fera/C— 2/ (y—px)=
{U 4 v (14 pp)—1g, & remontant aux nombres :

——ux dp, & partant

O UV (1-pp) _ UdxV (1—-4pp)
Cy=px)* ¢ T dyp

Cﬁp — U d 2. Or pui U eft
Donc GV Cit+—rp) . puisque U eft fon-

Gdionde v =v(xatyy), &prreantvdy —xdx+ ydy—=d«

(x 4 py) multiplions notre ¢quation par x 4 p y, pour avoir
Cdp(x—+ry) _y

= dx =Uvdev =

(y—prx)* V(+rr) *x==ry) rhe= Y 4o

d caufe de VU w; ou le membre V & v eft integrable : or je ré-

y—Fx3% V (1~77) egalement

Y2 inee-

marque que l'autre membre {
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ntegrable, avant pour integrale ﬁj;? +‘FF). Car puisque 4

(p—px)—=—xdpacaulededy—pdx, il fera
L, EVirtpp) _ Crdp LGy Qtpy) . Cdp(x+py)
" oy=px " (Ompx) VOitp) (y-ex)? (y=x)* V(1tpp)
Par confeouent nous aurons ponr ’equation de la courbe cherchee:

EV{;TFF}:IVJ“
XXVIIL 1l y a encore un autre chemin de trouver I'integraie

de 'equation differentielle, a laquelle nous j;ummes parvenus :
— UCy—px)v (it pp) o4 Uly-px)pdx  Uly—px)dg v(14pp)

 Jp— 7 Wadav(1+pp)+ VitEpp) 74
Nous n’avons qu'a la multiplier par v (1 4 pp), pour avoir
T U g

de laquelle fuppofons que I'integrale foit: -

— 7 4 Uly—px) (1-+pr)

» qui etant differentiée donne

o=dz + T2 D) vty 4 pp) 42 Uly—p)pdn— DX =PI (1 1P)

79
qui étant comparée 2 notre équation donnera :

dZ—=Uxdx (1-pp) — Uly—px) pdx =—Udx(x+py)

HyawradoncdZ ——U(xdx 4 ydy) =— Uvdv
& parceque U v =V, qui cft fonction de v nous aurons d Z — —
Vdv&7Z ——/Vdv. Par confequent notre équation integrée
pour la premiere fois [era 7
—hx )1
C=-/Vdov4- (y—2 H"i"FF’J

q
i U . Vi

ou hifnfv d o —_— [‘}’—.i"’-t}[l'i"'iﬁ}'].
Multiplions de part & dautre par vdv =da(x+py) & nous

aurons

Uode
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Uvde __gdx(x+py)
- SVdv T (y-pa)1+pp)
Orpuisque Uv =V & gd x—=dp,
Vdv __ dp(x+py) . xdp . pdyp

SNdv = (y=px)idpp) " y—px  14pp
dont chaque membre eft un differentiel logarithmique  caufe de xdp
——d(y —pa), &deld nous tirerons cerre équation intégrale

IfVdv==1(y—px)+IV(1+pp)+iIC
d'ou remontant aux nombres nous obtiendrons
SVdov= CV(i+pp)
y — P
qui eft la méme equation, que nous avons trouvee par la premiere
methode, aprées avoir fait deux integrations, Mais qu’on remarque
en particulier I’équation qui s’eft trouvée ici par la premicre inte-
aration
— & T '
[vdy= Q20 12p) , 2SVae _ V() —p2)
| I T pp v
a laquelle conduira la methode de maaximis & minimis,

THEoREME IV.

XXNIX. Le £l A M ceant dans tous [er poines M folliciee vers le
point fixe C par une force accelevatvice V', qui [oie une fondion quel.
congue de la diftance CM — v, la courbure du il fe trouvera, fi lon
cherche entve toutes les caurbes poffibles, celle ok la valear de cette ex-
preffion f d s [V d v eft un minimum, (dr marjuane la mefe de Péle-

ment du gl Mm,)

DEMONSTRATION

Ayant faitdy —pda, dp == 4d », la formule propolée /' d &
[Vdufechangeen/d x v(1+pp)[Vduv, fuppofen- le fil per tout
de laméme grofleur, ou [V d v fera une fondlion de v, & partane fon

Vaeder—L dy
differentiel = V dv — —— .rp b= ¥ ¥4 acaufeder dv—=xdx
¥ o + v 47,

L

Fig. 3,
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4 ydy. Donc fi nous comparons cette formule avec les expreffians
genérales [Zdx & dZ—=—MdJdx+Ndy+ Pdp, nous aurons Z =
r"fﬁfﬁ%frﬂ’v i Py
3 o Y ¥/ (1a rap v
&dZ=— vV(I+PH+ ﬁvV{I | pp).q_”}_mﬁ
-7 « N — : 1 P v
& partant M= ?V{I—i-pﬂ} sIN = ;’ V(1 FF}&}:_WE

Or Ja conrbe, ou [Z dx cft un minimum, éane exprimee par certe

ap
équationo =N — o Ndxr—=dP, nous aurons pour notrg

Bas :
VydseV(ivbpp) _ Vpdy , _ dp[Vds
i — VaApp)  (t—-pr) V(id-pp)
& mnltipliant par V(14 pp)
\’:,'d,t‘{l-4—FP?j—‘?P”'ﬁ _dprd_tJ__ gd xjVdv
v T I=pp T k—tpyp
¢quation, quiacauledevd v —adx +ydy =da (v 4+ py)fe
reduit a celle-cy :
Vix(y=pr) _ gds/Vds  V(y=ps) _ ¢V i

v d==pp v T 1= pp
ge-qui eft la méme cquation, que la folution du probleme précedens
nous a fownie,

PrRoBLEME V.

XXX. Le fil parfaisemenr flexible AM erant dans tous fer
peines M) folizcite en wicme tcims vers plufienys poins: fves C,C,C &,
par dzs fovees acceleratrices, qui forent exprimees par des fon&lions
guelcongues des diftances MC, M C!, M CY, &'c. trouver la courbe,
d laguelle ce fil fera veduir,

. SoLUTION

Ayane choifi deux directions fixes MQ_, MP & perpendiculai-
res entr'elles, f{uivant lesquelles nous décompoferons chaque force,
foient
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foierte les coordonnées pour chaque point avec les diftances du poine
‘M 2 ces points C, C, C" &c. nommées comme il {uit
CP-*;PM=9y9y;CM=v,laforceMC =V
CP"sls PMZ=y; CM—v, iforce MG =V
Ch'pli—qli: P M — 95 Ci'M— v, h force MCH — VU
& on aura:
ﬂﬂ:::-{-}?y; vfuj:_tfxf_L}_jlf}rf; ‘IJ”‘U”:.!JIIH +FH}'I”
Or puisque les abfcifles x, #', #" &c. & les appliquées y, 5% ¥ &c.
ne differenc entr'clles que de quantires conitantes, leurs differentic!s
feront égiux, ou 1l feva dax = dat = duw" &, & dy = dy =
dy! — &e,
Donc pofane dy = pdx, & dp — gdr, les quinticesp, «, feront les
mémes pour tous les differens poines C, €, C” &e. & dument da
flMmilera—dx V(1 +pp). :
Decompofons thaintenant chaque force V, VY, V¥ &c. felon les di-

rettions MQQ & M P, &

pour la direCtion M Q | pour la diveétion MB
; Vx vV
la force V' donnera | la force = - la force — T}'
: A\ v/
WV - o | fee et | i e
v v
'll..'f.f A T;H‘ I
la force V/' - - la force — "';;—[ Ia force — -—'ﬂf:,*-

V \‘TI 1”1
Soit pour abreger — = U; — = U/, —p = U” &ec.
& lelément M — ds = Jdx vV (1 + pp) fera en tour folli-
cite fuivant MQ parlaforce — Ur + Ui 4 U" 2
fuivant M P par laforce == Uy 4 Wy 4 Uty"
Par conftquene mertant ces expresfions pour Q_& P, nous aurons
pour lacourbe du fil AM certe équation
Iy fds (Ux - Ul ! = U ) == dx [ds (Uy—- Uy - U" 3}
qui pofant dy = pda, donnera par la differentiation :

dpfds (Ux+ W&+ U0 4 pdr (U4 Ut L Uiay = ds (Uy 4 Uty' U 1y)
u
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Qu mettant dp = gdx, & pour ds fa valeur dev (1 4 pp) -
Jix(Us4=U sl 4=Ul 50V (14-pp) = = {_f;ﬁ“} V (1= 17)
U =)V itpp)

g
o U l"—px") V fi-+-pp)

.
laquelle étant differentiee, comme dans la folution du probleme pré-
cedent, donnera :

_ UG =V (+90) _  gidev U(r—px)pds Uz —px) dgV (14pp)

P q Sl s V{(1+4pp) 19
dU'(y—pxWv(4pp) vy U'(y' —px)pdx  U' (y'—pa') dgV (1 4-pp)

q U+ = ) 79
AU —px W pp) U(y"—psipdz U (' — px¥) dgV (14-pp)

% UV (14 pp ) =T =

qui etant multiplice par ¥ (r 4 pp), & integrée comme dans le
& XXVIII. donnera :
C = —/Vdv +U (y—px) (142p): ¢
— Vv U (y—p)i4rp): ¢
— [ VY140 (5'1—px) (1=4-pp) ¢
Ou fi nous tirens des centres de forces C, C, C' des perpendiculai-

res fur la tangente de la courbe, & que nous nommions ces perpendi-
culaires #, &', &' &c, nous aurons,

O 3 Vudv V. v

du
\ P
} Tu’ ,_f Vidv
ol 2l
ST 1HL — [N dyt

Si nous multiplions par - '-E'F p 1OUS obtiendrons cette équation :
4



M oy M

(N oy Vil N )= U (y=pr)={ Y (y e }:

~pp
l—l—Uf (f =px') [V (y/ —pxl ) o
' _I_U.f.-‘ .F__,_P‘JJ) __I_'V.H i "..ﬂ' : iy
qui exprime la nature de la courbure du fil. v ) v e

THEOREME V.

XXX\ Le fil pavfartement flexible A M étant dans tous [es points
M follicite vers plufieurs poines fixes C, C, C" &'¢. par des forces ac-
celerarvices V, VI, VY &'¢c, yui foient des fonttions guelconguer des di-
flancer MC — v, MC' = ¢v', MC" = v" &¢. (e. 4 d. vha-
cune de la diffance gqui lui répond), la courbe, yue le fil formera
aura ceste proprieté , que la valeur de cette formule [ds (fV du
§ SVidol ¥+ [Vidy') y fera un minimum, o8 ds margue la maffe
de lelgmens du fil M. .

DEMONSTRATION
Soit le fil partout de la méme grolfeur, deforte que ds, qui
devroit marquer {a mafle de l'eléement du fil Mm, fignifie fimple-
ment f{a longueurdav' (1 + pp), fuppofant /y —pdx. Caron re-
connoitra 2ifcment, que la demonftracion fera la méme, (i au lieu de
dr on mettoit dans la formule Sdr, ou S marqueroit une fonction
quelconque de 5.  Cela remarqué, fi nous y appliquons les formules
generales [Zdx &dZ=Mdx+ Ndy+ Pdp, nousaurons :
Z = (/Vdv + [Vido' + f[Vidv') V(1 + pp)
& puisque :
xjx—|—}fﬁ; P xf;fxv];.}:-"a'j; dolt = ' x -;]:JH dy
v

do—
v . v
nous aurons les valeurs fuivantes :

Vv Vil | VU S
M:(: iy )V{t—l—.ﬂp}

Memoires de [ Academic Tom, IF. Z
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N= (% T2 - Yo v (a0

P:V———#-—P Vdv V! d o V# d v
Or ces valeurs etant trouvées, nous favons que la courbe, oufZd»
eft un msnimum , fera exprimée par cette équation: Ndx = JP:
q'l.ﬁ fera:

Vy | Vi | Vi
(R+55+ ) e vt =—

ol

,_,i_ I i "F ] TN
Toagp V-V ) b s ([Vdv [V [ Vo)

& multipliant par v (1 4 pp), nous obtiendrons en faifant d p =
g dx; & en remettant pour dv, dv', 4 ¥ leurs valeurs; cette
Equatiﬂn -

Fly—px) , Py =pat) , P (yl=px)____
v ' P : 2l —

I—?*E(ff’iu-{-fﬁ' dol = [P d i)

laguelle ézant la méme, que la folution du probléme précedent nous
a2 fournie; la verité du theoreme eft manifefte. Sil’on vouloitentre-
prendre le calcul, on s’affeureroit par une opération femblable, de la
verité du theoreme pour les cas ou I’epaififeur du fil feroic fuppofée va-
riable. Car alors on n'aura qu'i mettre Sds pour 4s, & pour S
prendre unc fonétion quelconque de s, tout comme nous avons fait
dans la folution du Probl. 111,

XXXI. Nous voila donc tout i fait eclaircis fur la maniere de
dérerminer la quantité d’aétion, lorsque les forces agiffent, ou endes
directions données, ou lorsquelles font dirigées vers des points
fixes, pourvuque que la quantité de chaque force foir exprimée par
une fonction de la diftance i fon point fixe. Car le cas ol les dire-
¢tions d'une force font paralleles entr'elles, eft compris dans I'autre,
ou la force eft dirigée vers un point fixe, quand ce point s’eloigne

a lin-
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i lnfini. Or queique dans ce cas, ou la diftance 2u point fixe de-
vient infinie, il femble que la force ne puille pas ére exprimée par
une fonétion de cette diftance, la regle donnée y trouve pourtant lieu,
& ne demande aucune exception. Car foit z la diftance infinie
du lieu, ou la force agir, au point fixe qu'on fuppole eloigné i I'in-
fini; on en pourra retrancher une ligne conftante # pareillement in-
finie, deforte que 2 — @ devicnne unc ligne finie; & alors la quan-
tité de la force doit érre exprimée par une fondtion de certe i
finie £ — &, pourqu’on puile appliquer la régle trouvée: car il eft
clair, quela force ¢tantune fonction de z — @, pourra étre regardée
comme une fonction de la diftance méme 2, bien qu’elle foit infinie.
Or dans ce cas z — a arquera la diftance du lieu, ou la force agit,
a une ligne droite, qui elt perpendiculaire aux directions de la force,
qui feront paralleles entrelles. C'eft donc la railon, pourquoi notre
regle a pu Cere appliquée avec fucces dans les cas, ol la force, qui
agifloit {elon la direction de I'abfciffe ou de P'appliquée, a été expri-
mée par une fonétion de I"abfcifle, ou de Pappliquée.

XXXII. Cela remarqué, nous pourrons établir, que larégle,
que nous venons de decouvrir pour déterminer la guantité dalion,
aura lieu toutes les fois, que les forces, done le fil eft follicité, fe-
ront dirigées vers des points fixes, & que la quantité de chaque for-
ce fera exprimée par une fonction quelconque de la diftance 4 ce
point fixe, auquel cette forceeft dirigée. Or dans lescas ol cette con-

‘dition a lieu, quelque grand que foit le nombre des forces, qui
agiffenc fur le fil parfaitement flexible, on trouvera la figure du fil, en
cherchant celle, ou la quanticé d'action devient u# minimum, Pour
cet effet, il [aut confiderer chaque force feparement : Soit 4 § |'elé-
ment de la mafle du fil, fur lequel les forces agiflent, & V une de ces
forces acceleratrices dirigée vers un point fixe, dont la diftance i I'e-
lément du fil foit = v, deforte que V [oit une fonction quelconque
de cecte diftance v; & alors qu'on prenne lintégral /V 4 v, auquel
on donnera le figne +, f{i I'a&tion de la force tend & diminuer la di-
ftance v, mais s'il arrive le contraire, le figne —, Avyant tiré {elon
cette regle pour chaque force la furgule V dv, on recueillira tou-

2 €cs
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tes ‘ces formules avec leurs fignes dans une fomme, que je nommera:
— W; & alers la quantite d'action fera exprimée par cette formule
JSW 48, qui eunt fuppofee un minimum, donnera la figure du fil,
En examinant cette expresfion de la quanticé daction, on la trouvera
parfaitement d'accord avee celle que Monfieur de Mauperruis a publice
dans les Memoiresde I’A cademie Royale desSciences de Paris pour I'An,
1740. & qu'il a rirée de principes, qui tiennent plutot i la Metaphy-
fique qu'a la Mecanique.

XXXIV, Quoique je n'aye appliqué cette régle, quiaux fils
parfaitement flexibles, on reconnoitra aifement que cette maniere de
déterminer la quantité d'aétion doit étre beaucoup plus générale, &
qu'elle aura lieu dans tous les autres cbjets, fur lesquels les mémes
forces peuvent agir: car en effer, le cas, auquel Mr. de Meupereuis a
applique cette régle eft bien different de celui ey, que j’2i confideré
dans les problemes precedens. 0l n’y a donc aucun doute quon ne
doive exprimer de la méme maniere la quantité d'sétion des forces
{femblables, quiagiffent {ur un fil roide, ou élaftique : or dans ce cas,
eomme la eourbure d’un tel fil ne depend pas uniquement de ces for-
ces, qui agiflent fur chacun de fes élémens, mais outre ecla ausfl
de fa roideur, ou de fon ¢iafticize ; il faut ajouter i la quantiré dadtion
qui refulte des forces, encore la quantite d'adtion qui convient 3 la
soideur, ou élafticité méme du fil, pour obtenir I'expresfion tocale,
qui fera un minimum. Mais il ne paroit pas fi facile de déterminer
fuivant la méme régle , que je viens de donner pour les forces, la

uantité d’aftion, quiconvient i P'elafticice; puisque Paétion de Iela-
fticité femble tout a faic ditferente de celle des forces, que jai-con-
fiderees jusqu'ici, tant par rapport a la direftion qu'd la quanrice
de I'élafticice.  Je tacherai donc de decouvrir d pofferiori cette quan-
tite d'action de Pelafticite, en cherchant expresfion, qui érant fup-
polec un minimum, fournifle la méme courbe, que les principes de la
Mecanique donnent pour un fil, élaftique follicité par des forces quel-

COTNJLEs.
XXXV. Si le fil clafique AYM peft follicite quiau bour A
par deux forces conftantes AB = A& AC = C, la courbe i la-
quelle
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quelle il ferareduit, fera exprimée par cette équation = —B y -

C-t',#ﬂl'.':: r marque le rayon de la courburesu ‘point M, & S figni-
fie I’cpailfeur du fil au point M ou Pélafticicé abfolue, De forte que
file fil eft partout également élaftique, cette quantité S deviendra

conftante; foit doncS — A, & Péquation -ir —By—Cuxex

primera la nature de la courbe élaftique ordinaire.  Dans ce cas Mr.
Daniel Bernoulli a remarqué que cette courbe fe trouve , i I'on rend

s
cetee formule [ 5, oo manimun, ou ds marque I'elément de la cour-
be Mm. De lail faut done conclurre que la quantité daction de I'éla-

: ; d ¢
fticité eft proporuonnelle a la formule f r—:; mais il n’eft pas encore

clair, fi elle fe peut combiner avec les formules, qui repréfentent les

quantités d’action des forces follicitantes, ou en cas que cela foir per-
d s

mis, par quelle cenftante on doit multiplier cecte formaule f =5

pour qu'elle puifle étre mile en parallele avec les quantités d’aétion
des forces, qui agirone fur le meme fil. Pour nous affeurer fur cet
article, je men vais chercher par les principes de Mecanique la cour-
bure d'un fil &laftique, qui elt en chaque point M follicicé felon la
direction M Q_parallele aux abfciffes CP — x, par des forces X
qui- foient des fonétions quelconques des abfciffes.  Er enfuite je ta-
cherai de decouvrir la formule, dont la vaieur foit la plus petite dans

la courbe du fil que j'aurai trouvee.

ProerLeEME VL

XXXVL. Lefil elaftique AYM, dont Lepaiffeur ausfi bien que
Pélaflicé Jors parrour la maéme, érane dans tous fer points M [olliciré

Juivans la direftion M Q parallele aux abfeiffer C P, par des forces ac-  Tig, .
Z

3 cele-
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eelevatrices qui forent exprimées par une fonGion quelconque de ces mé-
mzs abfeiffes : trowver la couvbe AY M, que ce fil prendra.

SoLuTIionN

Soit I'sbfcille CP — ., Pappliquée PM =y, Pelément du fil
Mm — ds, la force scceleratrice M Q_.___ , & partant la force
motrice — ]{d’.r, puisque 45 marquera en mn:mc tems la mafle de I'e-
fément du il Mm. Soit enfuite le rayon de la courbure en M = r,
qui fuppofane dy = pdx; dp = gdx, lera exprimé en forcer =

{I‘i—PF} VII::+PP]; & de=dx vt + pp). Pour

q
’effer de Pélafticicé, neus avons v cy-deflus, que fon moment pour

: A
tourner lefil autour du point M, eft = = A marquant une quan-

tité conflante proportiencle 3 la qumtt.e abfolue de I'elafticice.
Cela pole, puisque dans l’cqumm gencrale donnée §, IX. il y aura
§ — A, Q=X &P = o0, par confequent /P ds conftant = G,

pous aurons pour la courbe du il AY M cetze €quation - = [dy

[X ds — Cux: & prenant les differentiels: Ad. —I-‘ —=dy/Xd:s

A i C-:f.r

— Cdx ou d. — — dxfXdsr — ——, Prenonsenen-

core les differentiels en f{uppofant d+ cooftant, & nous aurons

Ad (- d. <) == Xda* V (1 =+ pp) + ﬂfﬂ
puisque 45 —— d'.r v ( 1 -1- p¢) dol nous ; obriendrons :
;fu—l—pp) ppV (1 pp)

Pour integrer cette ¢quation fuppofuns ; d. : — Rdx & i
caufe
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|
caufe de'd (*;—- d. )= dR dx nous aurons

AdR Cdp

- = X dx - —
V(%1 pp) PEY (1~ pp)
dont I‘mtégnl fera:
AR s Redp — /X de— CV (1-+2p)
Vater) T G Vi — P
Or puisque dp — gdxr & Ra".r'-_—"-;-di % il fera
S Rydp =7 F X flg 11
e S e e R ' Tan
parce que [I+:P)V{I+PP] — r. Par confequent nous
aurons :
Adl(i:v) _A_ - _Cvi—+rp)
pax V(i+rp) T ﬂ Bl ?
— r
Mais il y aura —— = ﬂil—l—ﬁ'ﬁﬁ &n"—; ——
dp 39pdp __ _dg 3pgq9dx

GHe)V (Fee) — (Fpp)* Vckpn) ™ (hpp)Vdzp) — Gtee) Vitep)
de forte que notre équation integrée fera :

Adg  3Agq9 | Agg _—/Xds CV/(1=4-pp)
p(i—-pp)idx {E—I;,Eﬁ}* '] 2(1—pp)° A

. - =fapp) . AZ Yy . $AQE
oublen/Xdx= =7 " pdx(ipp)t ~ 2(22)

Il n’eft pas befoin, qu'on cherche i integrer cette equation encore

une fois ; car elle fuffic pour reckercher la formule, qui par la me-

thode des plus grands & plus petits donne la méme équation.
XXXVIL Pour
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XXXVII. Pour découvrir la formule fZ d #, qui étant fuppo-
{te un minimum produife la méme courbe , quenousvenonsdetrou-
ver, je commengerai par confiderer feparément, tant les forces, dont
le fil eft follicité, que fon elafticicé, Er d'sbord fi Pelafticicé du fil
evanouilloit, la formule qui repréfente la quaatité d'action, feroir,
comme nous avons vu, — [d s X dx: or i la force X evanouis-
foir, & que la courbe devint Delastique commune, alors la formule

qui repréfente la quantite d'altion feroic =/ =, DeR on pourra

conclure, que joignant les forces X & Uelaiticité enfemble, la for-
mule, qui repréfentera la quancice d’action, aura une telle forme fds

d
[Xdx + Ef;—:uﬁfn':(fxaﬂ’: + ;E;J, de forte que la quantité

E evanouifle, fi 'elafticice -?uu fa vafeur abfolué A devient — o,

mais nous ne favons pasencore, fi la quanticé E eft égale i'A oua quelque
fonction de A.  Je ferai donc la recherche de la courbe, ou la valeur

E
de cetre expréflion genérale fds( X d x+ ;;) devient un mini-
munt, Soit pourceteffetdy —pdr, dp —gdx, & il y aura ds

—=deV(atpp), ¥ r = EI+P‘?VU+F‘F];d’ﬂﬁna:refnr.
- Egq
mule fera =/d» (/X :f.r-l-“__I__FFjJ}f(l + 222

XXXVIIL Celle-cy étant comparée i la formule générale [Z

dx, donnera Z :(-: -i-pp)’}f}[ dx + Elii’f} i d’oli l'on voit
que Zferaune fonctiondes quantirésx, p& ¢: & partant pofantd Z =

Mdx + Ndy+ Pdp + Qdg¢, nous aurons :

M=XYV N—pp— PSEdx  5Epgg
el R V(i-+pr) (l-—l—g:g
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& 00— . Or I'équation pour la courbe, o Ia valeur
Q= irae s & P :‘E‘
de la formule [Z 4 x eft un mininum, ferao — N— 7 T

dd
ou puisque N —o,celle-cy: ¢ = —dP + _?-.?" 8 prenant les in-

d :
tegrales D —P — £ ouPdr—dQ =D dx: oubien /Q—DJx

4 D d x = o, fubftituons pour P & Q leurs valeurs trouvées, & puis-
2aEdyg wkE pgdp 2K dg
: aQ = oy
W IQ= aippE — (p)F — {(i20)i
wEpgrde
(1—pp )k
2Edg  10Epgedx  pdx[Xdx | sEpgqdx
Q—+pr)s Qpp)e Vipp) © (1pe)i
d'ou nous tirons: . -
D V(14 2¢) 2 Edyg sE ¢¢
Rdi= - -
/ Y pdx (1—+=pp) (1~=pp)?
Or l'équation, que nous a fournie la felution du probleme étane
IXJI_CV(I—I—PH . Ady __SA g4
— ? Copdx(i—pp)t 2(14pp)3
nous voyons premierement que la conftante D, que Pintegration a
introduite eft celle, qui dans la felution du probleme a été nom-
mee = C: Enfuitetl cft evident que2 EZ A, & partant E — ] A,
de foite que nous connoiflons 3 préfent le coéfhicient de la formule

a caufe de dp == ¢dx, nous treuverons:

+Ddr—

S g—-f afin quelle puifle’ étre ajoutée aux expreflions,' qui contien-

nent les quantites d'aftion réfultantes des forces {ollicitantes. Par
conféyuent pour le cas du probleme précedent la courbe, qui for-
mera le fil elastique, fe trouvera, fi 'on cherche parmi touces les

Mirmgires de CAdcadomic Tom, IV, Aa cour-
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courbes poffibles celle, o la valeur de cette expreflion [ds /X dx

d
-3+ AS ;.—: fera la plus petite : o nous tirons le theoreme

fuivant. .
TureEoremEe VL

XXXTIX., Le fil elafligue AYM, dont Pepaiffeur auffs bien gue Pe-
lasticité fois paveour la méme , de forte quela force de Pelafliciré au poins
M, laquelle \contrebalance |a formme des moniens de ronses les forces, qui

; A
agiffent fur le fil, fois — = ORr marguc le rayon de la cour bure au poine

M; le fil irant follicite dans tous [es points M fuivant la diveftion M Q_
parallele aux abfciffer CP = x, par des forces accelerarvices X, gui
Joient des fonélions guelcongues de Pabfciffe x, la courbe, gue ce fi for-
mera, [era rrouvée [§ Lon chercbe paymi routes les courbes poffibies celle

ok cette exprefon [d s (fXdx + 2-%,) fera un minimum, e d 5 mar-

que la maffe de I'élémens du il M m,

On voitbien, fiau lieu des forces X, dontles dire@ions fone paral-
leles aux abiciffes x, nous euffions (uppolé, queles élemens du fil M m
fuffent follicités vers plufieurs points fixes C, C', C" &c. par des for-
ces acceleratrices V, V/, V' &c. qui foient des fonctions quelconques
des diftances CM —v, UM — ¢, C" M = +/" &c. pendant que

Fig. 3.

Pelafticite rﬂ demeurdc la méme, dans ce cas plus geneéral, dis-je Ia
courbure du fil fe trouvera en faifant un minimum cetce formule -

[ds(fV do—J VIdy) =V d ol - Ge. 4 D

2rr
Et méme fi le fil netoit pas de la méme groffeur par tout, mais que
la mafle de I’élément Mmr fue == SJs on n'auroit qu*d écrire S 4+ au
Jieu de dr, dans certe formule ; pourvli que nonobftant cecte varia-
bilité de I’épaiffeur du fil, P'élafticite ablolue A nechangedcpoint : car
d’ailleurs la quantité A deviendroit wariable,
XL. Dela
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X1.. Dela il femble quela quantité daétion de I'élafticicé fe 4é-
termine d'une fagon toue a faic differente, de celle, qui fert pour les
vraies forces follicitantes, vu qu'il n'y a pas de rellemblance entre les

A
formules/V dv & —=. Cependant le coéfficienr § me fait con-
jecturer, que cette qu:ntiré%_ pourroit étre originsirement une
A L1 ; y
formule intégrale, comme / = d = forme qui approche déja fortde

» A .
celle /V dv. De plus on voit trés clairement que — répond 3 'V,
car comme V fignifie la quantité de la force dont I'¢lément Mm eft

follicité dans la direction MC, ain( ;. marque la quantice de la for-
ce de Iélafticicé aupoint M. Mais il n'eft pas encore clair, comme

* - I' & 1 - -
le differentiél de — puifle répondre a dv: neantmoins I'analogie pa-
r

roitra, dés qu'on feraces réfléxions.  Le differentiel dv pris negative-

ment marque Pefpace par lequel le point M {eroit transporté, 8'il obeif-
foit tant foir peu i la follicitation de la force V: voyons;donc fi le

differentiel a’;_[‘ pourra fignifier le méme effet par rapport i I'élafticice.

La force de I'élafticité % tend i remetere le fil felon une ligne droice,

ou i en diminuer la courbure, Soit donc O le centre de la courbure
de I'élément M — d 5, qui de la fituation droite m u differe de Ian-
gle Mmp=MO m; foit cet angle MO m =4 @, & puisque M

d
O=mO=r,ilferad @ = ?:r; Or la courbure de I'élémene M

m— d s Te mefure par IMangle MO!m = d @,& abfolument fans

avoir égard a la quantité de Pelement M m — d s ceue mefure fera =
- Aa: dp
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7; — 7+ Donc pour peu que Pélafticicé produife un effes,
cette quantice ;,l‘ en fera diminuée ; & partant il eft clair, que le dif-

- 5 F I ¥ B F L] "
ferentiel de cette quantice 5 pris négativement, reprefente le chemin,

que la force de I'élafticité faicdecrire I"élément M, désqu'elle produit

quelque effet : d'ou I'on voir clairement, que ce que le differentiel

dv marque par;rapport i la force V,revient au méme, quele difierentied
I I : A

de — ou 4. — fignific par rapporc i la force de I'élafticicé — : &

comme V eft une fonftion dev, de méme la force de ['élafticite

A : . . T
= eft une fondtion. da la. quanticé ;, dont le differentiel répréfente

'action inftantanee. De la on pourra. tirer cette régle pour trouver
la quantite d’altion de la force de I'élalticicé: Soit T la force de [éla-

flicité, que nous avons fuppofee = *:__j, & que T foit une fonction
quelconyue de r ou de ;r : qu'on-multiplie cette force T par Ie dife

: 1 4 :
ferentiel de ~ ou-par d ¢, fuppofant ¢ —— ~ pour trouver: Matégrale

JT de, quieétant multipliée par la maffe de élement M=, qui foit
d s ou S-dr, I'meegrale du produit /d 5 [T & # donnera la quantite
d’aétion de la force de Pélafticité. O il eft evident, que cette regle
eft précdement la méme, que eelle que'nous avons trouvée pour les
aucres forces, done le fil puiffe écre follicite, Par confequent la re-
gle, que Mons: & Maupertuis a donmée dans les Mem. de 'Acads
de Paris eft beaucoup plus genérale, qu'on pourroit penfer, puis-
qu'elle setend non feulement 4 toures fortes de forces, qui font
dirigées vers des centres fixes, mais aulli aux forces d°clafticicé ; &il
B'y a aucun doute, qu'elle ne foit encore plus générale,.

REFLE-
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