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SUR LE FROTTEMENT

DES CORPS SOLIDES,

parR M EULER,

P N a remarque, que dans la pluspart des machines
le frottementeft fi confiderable,qu’une bonne partie
des forces, qui font requifes pour mettre la machi-
ne cn mouvement, n’eft employée qu'a furmonter
certe réfiftance: deforte ques'il eroir posfible de delivrer les machines
du frottement, une beaucoup plus petite quantite de forces feroit fuf
fifante & produire le méme effer. Tous les Mecaniciens convien-
nent ausfi, qu'un’ des principaux articles, desquels dépend la dernie-
re perfection des machines, confifte dans la diminution du frottement,
& c’eft dans cette vué, qu'ils ont taché depuis longtems de recher-
cher la nature & la quantite dufrottement, pour en découvrir les
moyens de le diminuer, ou de le faire evanouir tout a fair, s'il éroit
posfhible.

Il Lefrottement fe'manifefte toutes les fois, qu'un corps doit
ghffer fur la furface d'un autre corps; car quelque polies, que foient
les furfaces des corps qui gliffent les uns fur les autres, le mouvement
y rencontre toujours quelque réfiftance, qui le décruit bientde entie-
rement, a moins qu'il ne foit renouvellé par I'a¢tion réiterée de nou-

velles
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velles forces. Cependant il n'y aaucun doute, quele frottement ne
devienne d'autant plus petic, plus les furfaces des corps, qui gliffenc
les uns {ur les autres, feront polies & unies, afin qu'il pe {e trouve
plus de petites inégalicés, qui puiflent arreter le mouvement. Cleft
par cette raifon, que les traineaux gliffenc aflez ailément fur la glace;
& que dans les machines on eprouve une diminution confiderable
du frottement, en enduifant de la graifle les furfaces, qui fe frotent
mucuellement; puisque la graiffe lerc & rendre ces furfaces plus égales
& plus unies.

IlI. Cependant les matieres, dont on fe fert dans la conftru-
&ion des Machines, conune les bois, & les metaux, ne font pas {us-
cepribles d’un teldegre de poliffure, quele frotrement ne foic pasen-
core trés confiderable: & Pexperience a fait voir, que la réfiffance,
dont toutes ces matieres s’oppofent au mouvement, eft presque la
méme, & ezale a une partie fore confiderable de leur poids entier. Mr,
Amantons fouting, que le frotcement éroic toujours égal au tiers du poids
d’un corps, qui fe mouvoit fur une furfice horizontale, ou génerale-
ment au tiers dc la force, dont le corps éroit prefle contre la furfa-
ce, fur laquelle il gliffoit. D’autres ont trouve la quantité du frotte-
ment un peu differente, & Mr, Bilfinger ne donne au frottement
que la quatrieme partie de la presfion. Comme cela dépend du de-
gré de poliffure, qu'ont les furfices des corps, il n’eft pas {urprenant,
que les experiences ne donnent pas touiours la méme quantité de
frotrement.

IV. Mais une circonftance bien remarquable , dont tous
ceux qui ontexaming le froccement par les experiences, font d'accord ;
ceft quelaquantite du frottement dépend uniguement du poids, ou de
la force , dont un corps eft prefle conrre la fuzfice, fur laquelle il eft
entrainé; & que ni lafigure du corps, nila grandeur de fa bafe, n’en-
rent en aucune maniere dans la détermination du frottement. Car file
froteement eroiccaufe par I'arrachementdes petits filets, ou parl'enfon-
cemen des petites prominences, qui fetrouvent fur les furfaces, qui
gliffent I'une fur I'autre, on devroit penfer, que plus les {urfaces,
qui fe touchent leroient larges, le l’m{!fmenl: en devroit devenir pi:l.[:ls

2 grand.
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grand.  Peut- étre anéme, que cette circonftance contribué quelque
chofe, en des matieres fileufes, & d’aurres d'une fembiable nature ;
mais dans les bois & metaux, dont on a fair principalement les expe-
riences, on deit convenir que |z largeur de labafe ne fert, ni 3 aug-
menter, ni adiminuer le frottement.

V. Donc fiun corps ABCD eft preflé contre la furfice MN
par une force quelconque GP, qui foit=P, foit que ce foic le poids
du corps ABCD, fi la furface MN eft horizonuale, ou qu’il y aic
encore une autre force, donr le corps foit poufle a la furface ; dans
ee cas il faur une certaine force EF, avant quon foit en étar de re-
muer ce corps, & de le tirer fuivant la dire¢tion BN.  On fait, que
il m’y avoit pointde frottement, la moindre force EF feroit capable de
mettre ce corps en mouvement. Mais {1 le frotcement eft egal auntiers

de la force P, ou que nous le pofions = % P, pour ne nous pas

borner 4 une hypothefe, qui pourroit étre trep particuliere; alors

tant que la force EF fera plus petite que g P, le corps demeurera

en repos, de méme que s’il n*éroirt follicité d'aucune force. Or des
qu’on employera-une force EF plus grande que ?m P, le corps fera
actuellement entraine felon la direction BN ; mais le mouvement ne
fera produit, que parVexcés de la force EF fur le frottement E— 1
VL. Lefrottement doit donc érre repardé/comme une force —
E-r- P, dont le corps eft tiré em arriére felon la direcion AM, quieft

toujours comtraire 3 celle’du mouvement du corps, & pafle par I'actou-
chement AB. Or elle eft bien differente des aurres forces reelles,
qui peuvent agir {ur le corps; car elle ne produir aucur effer, que
Jorsque le corps fe trouve actuellement en mouvement, & ce n'eft

qu'alors, qu’elle fai le méme effer, que file corps ABCD eroir effe-
¢hvement
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#Mivement follicité en arriere felon la dire¢tiom AM. Tant que le
corps eft en repos, & quil n'eft tiré que par des forces moindres
que le frottement, tour fon effer ne confifte qu’en deétruifant celui que
ces forces devroient produire elles mémes. Ainfi nommant la force
EF — F, le corps n’en recevraaucun mouvement, a moins que F

m & Fl r'u
ne furpafe lavaleur du frotcement — P; mais dés que F > 7= Ple
corps recevra une acceleratiom; qui convient 3 l'excésF — —- P

& il ne srenfuit pas, que fi F' < — P, Vacceleration devienne

neganve,

“ VII. Cela paroitra d’abord fort étrange, & contraire i la loi de
continuité, de forte que la nature femble faire ici un faur, ce qui n'ar-
rive jamais dans I'aétion des autres forces. Cependant on peut fe
reprefenter 'aétion du frottement, d’une maniere, qui leveratous les
doutes, & quifera conforme a l’adtion des autres forces: car je fe-
rai voir, qi'on pourra produire par la feule aétion de la gravité un
effer tout a fait femblable a celui du frottement, par lequel on pour-
roit méme découvrir la nature du frettement, quand méme elle ne fe-
roit pas encore connué par I'experience. Cette confideration fervira
ausfi a faire voir, en quoi confifte la veritable caufe du frottement,
& d'ou vient cette refiflance, qu'il oppofe au mouvement.  Car
quoique peut- éere la veritable caufe du frottement ne convienne pas
precifement avec celle que je vai réprefenter, la parfaite reflemblan-
e qu'on y remarquers, ne laiflera aucun doute {ur la posfibilicé des
effets, qui paroillent fi ¢tranges.

VIIL Surla ligne horizontale MN foient ¢ G, #G, deux plans
également inclinés, qui forment en G l'angle a G/, dans lequel foit
enfoncé le corps ABCD avec fa bafe pointué A GB, dont Pangle
A GB foit precifement égal 3 @ G 5. Dans cette fituation le corps
ABCD fera non feulement en équilibre, mais ausfi une perite force

EF, quilui eft appliquée horizontalement ne fera pas capable dee
melre
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matire en mouvement, quoique les fices, dont ce corps touche les
plans inclinés foient parfaitemenc polies, & quiaucun froccement n'y
ait lieu. Car pour que la force QF puifle mouvoir le corps ABCD,
il faur qu'elle le falfe monter fur le plan incliné G, & partanc elle
doir écre plus grande que la partie dPu poidsdu corps, laquelle le folli-
cite dansla direction contraire GQ._ Ainfi ce corps ABCD fe trous
ve dans un éaac fort femblable & celui du frotcement, puisque la force
EF n'eft pas capable de le mouvoir, tandisqu’elle eft moindre que le
degré requis pour vaincre la pente du plan incliné.

IX. La reffemblance paroitra encore davantage, fi nous déter-
minons la quantite de la force EF, qui eft requife pour metere le
corps en mouvement. Soit pour cer effec langie M Gae — NG
— a, le poids du corps ABCD — P, dont il eft follicité en bas fe-
lon la direction verticale GP; & la force EF — F, qui tire le corps
fuivant la direction horizontale E F. Puisque le corps ne peut étre
mis en mouvement, que felon ka dire&tion G 4, je décompole la for-
ce EF —T fuivant la direction EH parallele §G4, & FHquiy eft
normale: 'angle FiEH ¢rant = NGJ — &, la force EH fera — F
cof =, & ce n'eft que celle- cy qui eft employée & mettre le COTps en
mouvement.  Or dés que le mouvement va commencer, le poids du
corps, ou la force GP = P s’y oppole par fa partic GQ, qui réfulce
de la réfolution fuivane les directions GQ_& P Q, dont celle- cy eit
perpendiculaire 3 G Q. Donc Pangle GPQ_étant — «, la force
GQ fera = P fin «: d'ol 'on voit que le corps ne pourra &tre mis
en mouvement, que la force ¥ col @ ne foir pas plus grande que
P fin .

X. Donc tant qu'il fera F cofe <« P fin «, le corps ABCD
reftera en repos, & ne recevra aucun mouvement de ['aétion de Ja
forceEF = F. OrliFcol® = Pfin@ ou F =1’ ung «, le corps
fera, pour ainfi dire, en equilibre, ou tour prée d fe mouvoir, dés que
la foree IF devient tane foit peu plus grande que P tang «: & quand
cela arrive que F 5 P tang e, Pacceleration du corps fuivane la dire-
&ion G & fera produire par Pexcésdela force EH — F t.'t}l‘a:l frt‘ P
fig @, c'cft a dire par I cof @ — P fin @, Par confequent Ja refiftan-

ce,
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ce, quil faut vainere dans ce cas, avant que le corps puiffe &cre re-
mué, fera = P fin &, laquelle étant égale 2 une partie du poids du
corps, & ne dépendant nullement de la largeur de la bafe A GB, dont
ce corps touche la furface a G 4, il en paroit une aflez parfaite res-
femblance entre ce cas, & cebui du frotcement; & pour rendre ces
¢as égaux, on n'a qu’a faire in « — §, dans 'hypothefe 'd’ Amonrons
ou les angles MG @, & NG/ = 19°, 29': or dans 'hypothefe de
Mr. Bilfiuger ces angles feront — 14°, 28/, i caufe de fin « = ].

XI. Il en fera \:l%: méme, fi la bafe AB ducorps ABCD cit for-
mée de plufieurs angles obtus A cdcdedeB, rous femblables a celui
AGB, quenous venons de confiderer, & que la furfice MN foit
taillee d'une maniere femblable, en forte que les inegalités de la bafe
& de la (urface {oiene parfaitemene d'accord. Car dans ce cas, fi
chacun des angles, que conftituéne les plans inclinés ¢4 avec la Jigne
horizontale M N, eft — &, le corps ABCD, dont le poids et —P,
ne fera remué par la force horizontale EF =F, qu'il n'y foit FF cof
> Plin®, ouF > P tang & : & tanc que la force F fera moindre
que P tang #, le corps reftera en repos.  On voic bien, que laméme
chofe arrivera, quelque grand que foit Je nombre des prominences
d,d, &e. & il n’eft pas méme néceflaire, que toutes les inclinaifons
foient égales entr’elles, pourvu qu'il ne sy trouve de plus grandes
que I'angle « ; car quand méme il y auroit quelques angles moindres,
cenx-cy ne faciliteroient point le mouvement.

XI1I. Sic’etoit le cas du frottement, comme il paroic fort pro-
bable, onxcomprendroit aifement les phenomenes du frottemenr, que
J'airapportéscy deflus, &qui rf—]%ﬂrdenr la diffizulte de mestreun corps
en mouvement. Car cette dithculte ne conlifteroit qu'en ce que,
pour mouvoir le corps, il faudroit qu'il montdc effeltivement fur
unplan incliné. De I3 on voit que dés que le corps a commence de
¢ mouvoir, comme ces plans inclinés de, de &c. font extrémement
petits, ce corps montera & defcendra *altcrnnrivemmt i & parrant
puisque les descentes fe font drelles mémes, pendant que le corps
fe meut, la difficulté du frottement ne le faie fentir que par intervalles,

ceft i dire, dans les momens ou le corpseft obligé demonger. Do il
paroit

Fig. 3.
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paroit, qu'on peut tirer cette conféquence ; que pendant quele corps
eft aftuellement en mouvement, l'effer du froctement ne fera que la
moiti¢ de celui qu'on éprouve, avant quon puifle mettre en moy-
vement le corps.

XIlI. Donc afin que la force EF —=F puiffe imprimer au corps
ABCD un mouvement, elle doit érre plus grande gue P tang o,
mais dés que le corps fe meut, la réfiftance du frottement fera diminuée
a demi. Par confequent pour calculer I'acceleration du corps, on ne
doic diminuer la force follicitante, que de § P fin &, de forte que 1’ac-
celeration fera proportionelle 3 F col @ —§ P fin #, ou peut - ére 2
F — % P tang «, puisque dans les defcentes alternatives, l'accelera-
tion eftaugmentée par la gravite, Ceuxquiont examing lefrortement
par les experiences, {e font bornés uniquement 3 endécouvrir la quan-
ticé avant que les corps fulfent mis en mouvement. Il feroic donc
fort'a fouhaiter, qu'on fit aufli des experiences, d’ol ’on puifle con-
clure Ja quantité du frottement pendant que les corps font en mouve-
ment: & je ne doute presque pas, qu'on ne la trouveroit confide-
rablement maindre : puisqu’on fait, que pour mettre en mouvement
une machine, il faur que Jes premiers efforts foient plus grands, que
ceux qu'on empoye dans la {uite pour continuer le mouvement.

X1V, On fe fert ordinairement du plan incliné pour] connoi-
tre la quantité du frottement.  Ayant mis le corps P fur le plan A B,
on eleve fuccefsivement ce plan depuis fa fituation horizontale A C,
jusqu'ice que le corps P vient fur le point de defcendre : alors on
mefure I'angle B de Finclinaifon du plan A B,ou les cotés du criangle
rectangle ABC, d’ou l'on tirera la valeur de la partie de la pefanteur

AC

qui agit felon ladireftion AB, qui fera —P in B= A gD &ceferai

cette force quele frottement ducorpsP fur leplan AB eft égal. Or
comme lefrottement eft proportionnel a la prefsion, dont le corps P

; BC
eft apprimé au plan, cette prefsion étant =P col B = E_CP: onap-

prendra par cette experience que le frottement eft a Ja prefsion,comme
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finBi cof B, ou comme AC 0 BC: cette raifon du frottement 3 [g
prefsion fera donc comme la tangente de angle B au finus total, Ce
fera donc la force du frottement, quon doit vaincre, avant que le
corps P puifle écre mis en mouvement.

XV. Mais pour connoitre fi le frottement, que le corps éprouve
pendant qu’il fe meut actuellement, eft le méme ou non: on pourra
determiner la quantité du frottement pour le cas du mouvement, par
le moyen du méme plan incliné. On n'aura qu’i elever Je plan AB
un peu plusque dans le cas precedent, afinque le corps glifle actuelle-
ment fur ce plan en bas, Soit Pangle de P'inclinaifon B —a; & Ja
prefsion du corps P fur le plan fera == P cof @, & la force dont il
eft follicité fuivant la direction A B fera = P fin@. Suppofons que
dans le mouvement le frottement {oic a la prefsion commepiar, &le
frottement pour le casque nous confiderons fera—u Pcofe; quiétant
retranché d]: la force acceleratrice Pfine, le corps fera encore tiré fe-
lon la direction de fon mouvement par la force =P fin &« — uPcolw
=P (fine —pcole).

XVI. Que le corps P ait commencé fon mouvement depuis le
repos en P, & qu'il foic parvenu aprés un tems — ¢ en M.  Soit
I'espace parcouru AM—rs, & la vitefle en M égale & celle, qu'un
corps acquiert par la chite de lahauteur —v, & les principes de Me-
canique nous fourniffent cette equation Pdv = P (fin #— pcof )
d s ou en prenant I'integrale v = (fine — pcole)r, de li 'element

d r drs
du tems fera 4z — 7 o _V{ﬁnm——,ucnﬁl].r’ dont I'in-
2V s

tegrale eft # — 5 (6in 6 —p cofa)’ Cecte exprefsion, fi l'onex-

prime 'espace parcouru sen milliemes parties du pieds de Rhin,
donnera le tems ¢ exprime en minutes {econdes, lorsquon divife cec.
te expréfsion par250;de force quefile rems# eft exprime en fecondes, &
Pespace s en miiliemes partiesdu pied de Rhin, on auracette équation

o Vi

ki 125 ¥V ({in I cﬂrmj'
Memoires de Cdcademic Tom, I F. R XVII. Sup-




;B 130 B

+ XVIL Suppofons maintenant qu’on ait mefure exactement le
tems, que lecorps P amis a defcendre {ur le plan inclinéjA B, dont
Vangle de I'clevation fur I'horizon, ou Pangle B foit —«. Soit la
longueur du plan AB— m parties milliemes du pied de Rhin: & le
tems de la delcente par ce plan = » minutes fécondes: & nous au-
Tons cette équation :
V m
125 V (in e —pcofla)

ou15625 7 (fin @ — p cofe) —m , d’ou nous tirerons la valeur de
la lettre p :

m

15625 n#n col @

Donc moyennant une feule experience on fera en état de determiner
la raifon dufroteement 2 la prefsion, qui a écé fuppofee comme p ax
pour le cas du mouvement du corps P,

g = tang & —

XVIIL De cette formule il eft dabord clair, que fi Pangle «
eft égal 3 celui-cy, ou le corps P demeure encore en repos, alors
la valeurdu frottement fera précifement la inéme, qu'on aura trouvec
pour le repos. Car puisque le corps dans ce cas ne regoit aucun
mouvement, il pourra éure regarde, comme s'il faloit un tems infing,

our achever fa defcente. Dans ce cas donc le tems ‘w deviendra in-

ni, & la formule donnera p — tang «, oubien le froecement fera a la
prefsion comme la tangente de 'angle B au finus toral, tout comme
nous avons trouve, Mais des qu'on elevera le plan BA un peu di-
vantage, le corps defcendra attuellement, & fi Pon obferve le tems,
qu'il emploie pour parcourir I'efpace A B, notre formule fera voir la
valeur de 4, qui conviendra au mouvement, & qui fera, a ce qu'il
paroit vraifemblable, plus petite que dans le cas précedent du repos.
On s’affurera encore micux {ur cetre matiere, i on donne au plan
A B fuccefsivement plufieurs diverfes inclinaifons, pour voir fi cha-
cune donnera la méme valeur pourp : car en cas qu'on en obtiendroic
des valeurs differentes, on en devroit conclure, que le frottement ne fe-

roic
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roit pas le méme pour tous les degrés de viteffe, ce qui ne paroit pas
pourtant probable.

XIX. En cas quela force du frottement fut plus petite dans {e
mouvement, que dans le repos, il en réfulteroit un phenomene bien
errange , qui meriteroit toute l'attention pofsible.  Pour Pexpofer
diftinétement, {oit« I'angle B du plan incliné, ol le poid P fe foutient
encore a peine en repos : deforte que pour peu qu'on augmente cet
angle, le poids descendroit actuellement fur ce plan incline. Donc

pour l'etat du repos lavaleur du frottement ferap = E;{-:: or fup-

pofant, que désque le corps fe meut actuellement, le frotccement devine
plus petit, foit pour I'etat du mouvement la valeur du frottement s ==
v fin  : cof#, ol v marque une fraétion plus petite que I'unité, A
Frr.{'ent quron augmente Iangle B, afin que ce cas du mouvement aic
ieu, & foit mainrenant I"angle B — @ : de forte qu'on n’s qu's écrire

dans la formule trouvée cy-deflus § pour &« & P—SE pour p, pour

trouver le tems #'/, dans lequel le corps P defcendra par le plan incliné
AB, dontla longeur eft ".li/? m milliemes parties du pied de Rhin, le
m

tems {era donc: # = =5V (i@ —vfine col @: cal &)’ Sup-

fons a cette heure que'l'angle B—=9 ne furpaffe qu' infiniment peu

F:ngle de repos &, & ondevroit croire fuivant la loi de continuieé

que le mouvement du corps feroit infiniment lent. Mais nous ver-

rons avec {urprife, que ce mouvement s’acheve fubitement dans ua

tems fini, & méme aflez court. Car foit @ —« + @, oll @ margue

une quantité infiniment petite, & il ferafin @ —fine + @ cof =, &
col  —col & — & fine, Ces valeurs etant fubftituées, on aura
m I m

ot . =—V——

125 V(ha—wcole —yvia—-vwlictange) 125 (1—v)(ina

XX. Pour mieux faire fentir le phenomene, que cette formu-

le renferme, foit lalongueur du planincling A-B exatement — 15625

milliemes parties du pied de Rhin, ou foit AB égale a la hauteur, par

R = laquelle
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laquelle un corps tombe danis une féconde : & le tems de la defcente
1

du corps P par ce plan incliné AB fera de » :W-;rﬁﬁ“u
fecondes; foit deplus comme Mr. Bilfinger a trouve par fes experic-

mes fin & — %, & ce tems feroit # = V——;_—F-: & fi le froctement
devenoit dans le mouvement deux fois moindre, ot quwil ficy — §,
ce tems feroit #—2v 2 ou presquede 3. 1l ne feroir pas donc pos-
fible de donner a ce plan A B une telle inclinaifon, que ie tems fre la
defcente furpafsit 3. Cartandis quel'angle B eft — «, ou moindre, le
corps P ne defcend point du tour; & des qu'on cleve tant {oir peu
le plan au dela, la defcentz devient fubitement fi rapide que le corps
n’emploiera qu’a peu pres ; fecondes, 3 parcourir le plan incline A B de
plus de 15 pieds.  Or ileft clair, fi 'on éleve le plan davantage, que
le tems de la defcente deviendra encore plus perit.  Lexperience
femble plutoc étre favorable a ce paradoxe que contraire; car on re-
marquera aifément, qu’il n’eft pas pofsible de donnera un plan incli-
né une telle inclinaifon , que‘la defcente fe fic aufsi lentement, qu'on
voudra: car, ou le corps ne defcendra point du tout, ou il defcendra
affezvitement. Mais pour mieux réusfir dans ces experiences, il fauz
bien prendre garde, quele plandonton fe fere {oit partout également
poli, afin que le frottement FmF partout le meéme, car il n’y a2 aucun
doute, que fi le frottement étoit plus grand dansun endroir du plan,
que dans un autre, on ne fauroic tirer de 'experien ze aucune confé-

quence bien affeurée.
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