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0 THEOREMATA-

THEOREMATA
CIRCA DIVISORES NVMERORVM,,

AVCTORE
L. EVLERO.

Quouis tempore fummi Geometrae -agnovuerutit in ja-
tura numerorum plorimas praeclarifimas proprieta-
tes effe abftonditas, quarum cognitio fines mathefeos non
mediocriter effet amplificatura. Primo quidem intuitu do-
&rina numerorum ad arithmeticae elementa referenda vi-
detur, atque vix quicquam in ea inefle putatur, quod
vllam ﬁlgacitatem aut vim analyfeos requirat. Qui au-
tem diligentins in hoc genere funt verfati, non folum
veritates demonftratu difficillimas detexerunt, ﬁ:d etiam eius-
modi , quarum certitudo percipiatur , etiamfi demonftrarx
néqueat. Plurima huiusmodi theoremata funt prolata ab,
infigni Geometra Fermatio, quorum veritas quamuis de-
gonftratio- lateat , non minus ewiéta videtur. Atque hoc>
imprimis omnem attentionem meretur, in mathefi adéo
pura eiusmodi dari veritates , quas n0b1s cognoscere liceat,
cum tamen eas demonfirare non valeamus; atque hoc adeo in
arithmetica vi venit, quae tamen prae rchquls mathefeos

-partibus maxime pertratata ac perfpeda haberi folet ;

neque facile affirmare aufim, an fimiles veritates in reli-
quis partibus reperiantur. In Geometria certe nuila oc-
curit propofitio cuius vel veritas: vel falfitas firmiffomis ra-
tionibus eninci nequeat. Cum igitur quaems veritas eo
magis abﬂrui%x cenfeatur; quo mmus ad eius démonttrati-

- onem
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onem aditus pateat, in arithmetica cette , Vbi natura nu-
merorum perpenditur, omnium abftrufiffimas contineri ne-
gare non poterimus. Non defunt quidem inter fummos mathe-
maticos' Virl, qui- huiusmodi veritates prqrﬁlsz fcef".ﬂcs, ide~
oque non dignas judicant, in quarum inueftigatione vila
opora collocetur ; ur practerquam qUOd COgl’lith omnis
- veritatis per f& fit excellens, etiamfi ab vii populari ab-
horere videatur , ommnés veritates, qums nobis cognofcere
licet , tantopere inter {& connexae deprehenduntur, vt nul-
la fine temeritate tanquam prorfis inutilis- repudiari- pof-
fit. Deinde etfi quaepiam propofitio ita comparata Vi-,
deatur , vt fue vera fit fiue falfa, nihil inde ad noftram
viilitatem redundet , tamen ipfz methodus , qua eius ve-
yitas vel falfitas euincitur , plerumgue nobis viam ad.ali- -
as ‘vtiliores wveritates cognofcendas pateficere folet.  Hanc
obrem non inuiliter me operam ac fludium in indagatio-
ne demonftrationum quarumdam propofitionum impendifie
‘confido , quibus infignes circa diudores. numerorum pro-
prietates continentur. Neque vero haec de diniforibus do-
&rina ommni caret v, fed nonnunquam in analyfi non
contemnendam praeftat vtilitatem. Imprimis vero non du-
bito, quin methodus ratiocinandi , qua fum vius, in alfis
gratioribus inueftigationibus aliquando non parum fiubfidii
afferre poflit. Propofitiones autem , quas hic demonfira-
tas exhibeo , refpiciunt dinifores numerorum in hac for-.
mula 4”4 contentortm , quarum nonnullae iam ab
ante memorato Fermatio, fed fine demontfiratione, fint
publicatae. Quoniam igitur hic perpetuo de numeris in-
tegds fermo inflituetur , omnes alphabeti litterae bic con-
flanter numeros integros indicabunt. - . Theo-
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Theorema 1.
r. Si p fuerit numeros primus ,  omnis nurmerns in
hac forma (2—4~6f—a?—5F contentus diuifioilis erit per p P.

Demonﬂrano
Si bmomlurn (2——4)? modo conﬁu:t') cuvluaLur
erit (cz-—}—-b)P—czP-—l—?a'F“‘&—-!- at*y -
P(B—-:J{P-z}dp-;b S +p(p r)(ﬂ—a)a 0P_3+?(p—r}

1 2«3

a 71’“*—1—1’ czbi""—4~b? qua exprc{ﬁone fubftituta, binisque
terminis, qui easdem habent vncias ;. coniunétis, erit cz—-{—.-’;}’
—at— b?:{’ab(cz?“=+bf“=)+?(’> BE=2lg? 7 (at—og-b4)
'1"?(??;).@_1) a5 b (Q.‘P“G - bp_s )—l" ?(P--zr).(i’:zf(fi—-j
(af’" ——]—bi"?‘) 5*—t- ete. Hic primo notandum eft omnes
vacias ; quamsuam fub forma fraGionum apparent , nihil-
ominus effe numeros integros, cum exhibeant; vti con-
ftat numeros figuratos. # Quaelibet ergo vncia cum fadto--
rem habeat p, diuifibilis erit per p, nifi is alicubi per.
fatorem denominatoris vel proxfus tollatur , vel dinida-
Ctur. At vbique omnes factores denominatorum minores
funt quam p quia adeo non vltra ;p crefcunt, ideogque
factor numeratorum P nusquam per duifionem toifitur.
Dainde cum p fit per hypoth. numerus primos , is nas-
guam ' per. dinifionem minuetur. Quocirca fingulae vn-

ciag? ; ple=t). 2lP=rllP=2). ote  hincque. tota ,expreffio

1.2 7 1.2 » E bl

{ﬂ—}-e’?)P ~a?—p? perperuo ‘per numemum p fiquidem
fugrit pumerus anua erlt d1u1ﬁb1hs Q. E. D.

Gomll
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Coroll. "r. |

: 2. Si ergo ponatur g=—1I ; €t HI=I erit zf’—-
femper dinifibilis per:p, fi- quldem fiierit” - nurhigus prf
mus. - Cum igitty fit s2—2==2s (2P~} : alferum ho-
tum fadorum per p diuifibilem efle oportet: - At nifi {it
p—=2, prior facor- 2_per p non. eft diuifibilis : vnde fe-
quitur. formam ot~ 7, ~perpetuo . per P, effe dmﬂibﬂem,
i p, fuerit numerus pnmus praeter - bmarmm.. S e
E Coroll. 20 i
: 3. -Po.nendls ergo pro p fucceffiue nurheris primis, erit
2*—1 duifibile per 33 2f—1 per 5 2°—1-per 7;
2°—1 per II elc. quod in mmombus numeris -per ‘fe
fit perfpicoum, in maximis autem aeque erit certom.
Siccum 641 fit numerus. primus, ifte. mumerns 25—z
neceflario per 641 erit dinifibilis. Sew fi poteftas 26
per 641 dluxdatur poﬁ dmﬂio,ne,m. ﬁJperent refiduum
___I
| “Theorema o R
4. Si vtraque harum f'oxmularum a?—q. et 51"-—£
fuerit diifibilis per numerum, primum - P ;" tum. .quoque
Wt formula (2—-5)?—g— 4 dinifibilis erit per eundem
numﬁrum prlmum p- , o
. DEmOnﬂratlo. U
Cum per §.. .x. (tz-%-él)?——a?—éf’ it dmrﬁbﬂrs
per numerum p’, fi ﬁlent primus , atque hic formulae
at—a et EaP_é per P diuifibiles aflumantur, erit quo-
que fumma 1ﬁarum trium  formiularum nempe | a—’r—Za)
—a—b perp, fi fherit numerus primus diuifibilis Q. L. D.
CorolL
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Coroll. 1.

. g. Si pomatur 4=1, cum 1P—1=0 fit- dinifi-
bee .per p; fequitur, {i formula 2?—a ferit diuifibilis
per p, tum quoque formulam (a4-1)?—a—~1 fore per
p d1u1ﬁbllcm. |

Coroll. 2.

6. Cun igitur affumta formula 2?—a per p dinifi-
bili, fit quoque formulz (¢—-1)P—a—1 per p dinifibi- -
Iis ; ﬁmﬂx modo in eadem hyphothefi erit haec quoque
Prmula {¢—4-2)?—a—2, hincque porrp haec {a-1-3)?
—a—3; etc. atque generahter haec ¢?—¢ diuifibilis
per p- ' . '

. Theorema 3. |
9. Si p fuerit numerus primis, omnis fumMers
fuiius formae ¢?—¢ pér p erit divifibilis.

Demonftratio.

Si in §. 6 ponatur g=—z1, cum fit a?—2=—0
per-p “dinifibilis, fequitur has quoque formulas 2?—2 ;
8?—33 4P—4; etc. et generatim hanc ¢?—¢ fore per
pumerum primum p dinifibilem. Q. E. D.

Coroll. 1.

8. Quicunque ergo numerns integer pro ¢ affuma-
tur, denotante p numerum primum , omnes numeri in
hac forma ¢?--¢ contenti erunt divifibiles per .

Coroll. 2.

9. Cum autem fit ef—c—¢(ct*—1}, vel ipfe
:numerus ¢ vel ¢t=—1 dinifibilis erit per p: vtrumque

autem,
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autem ﬁmul per p dinifibilem efle non pofle mamféﬂtm
eft. Quare i numerus ¢ non foerit  dinifibilis per P,
haec forma ¢?—'—1 certe per p erit diuifibilis.

Coroll. 3

10. Si ergo p fierit numerus prunus omnes fy-
meri in hac forma cententi #f~—x erunt diifibiles per
p exceptis iis cafibus, qmbus ipfe numerus a4 per p eft
diuifibilis,

Theorema 4.

11; Si neuter numerorum 4 ‘et & dinifibilis fierit
per numerum primum P, tum omnis xumerns huius for-
mae @b~ —pP=r erit diuifibilis per . /

Demonftratio.

Cum neque & neque & b fit divifibilis per p, atque p
denotet numerum pnmum tam haec forma g?~—1 )
quam haec 47 —1  erit d1u1ﬁb1hs per p.  Hinc ergo
quoque differentia iftarum formularum g%~ —4%- ent di-
vifibilis per - Q E. D ' .

Coroll, 1,

12, Cum omnis numerys primus praeter bmanum,
euivs ratio diuidendi per fe eft manifefta, fit impar,
ponatur 2m~~3 pro P, atque perfpicuum erit, omnes
numeros in hac forma ¢*™—4>™ contentos eﬁ'e dinifibi-
les per p2m—-1, figuidem neque 4 neque ¢ 'feorfim
fijerit per 2m—-1 dinifibilis,

. Coroll, 2 .
13. Quia 5 non eft diuifibilis per 2m——1x, etiam
Tomt I- D | bam
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5*™ ‘et 25*™ non dinifibile erit per 2m—-x. Quarefi
25*™ addatur ad formulam @°™—pG>™ , quae eft dinifi-
bilis per ‘om~— 1, prodibit formula a*m 4", quae
per 2m——1x non erit diuifibilis ; nifi vterque numerus
@ et b feorfim per 2m—1 fit dinifibilis.

B Corail. 3.

14. Quoniam ob.2m numerum parem formula
a*"—p*" factores habet (@™ —5™) (@™—4-H™), necef
fe eft vt horum factorum alter fit divifibilis per 2 m— 1
ambo autem fimul per numerum 2m—t—1 diuifibiles efle
nequeunt.  Quare fi 2 m —— 1 flerit numerus pri-
mus , et neque 4 neque & diuifibile fit per 2m -1, m
vel @™ —5™ vel 2™ 5™ erit dinifibile per 2m-{-1,

| Coroll, 4.
| 15. Si m fit numerns par puta —27, atque 4™
~5™ feu a*"—F"" dinifibilis per 2m—1T—4n-4-1,
tom ob eandem rationem vel a"—4" vel g"——p" di-
vifibile erit per numerum primum 47—-1.
“Theorema s.

16. Summa duorum quadratorum ea—i-4% per
nullum numerom primum_ huius formae 47— 1 vaquam:
diidi poteft, nifi vtrivsque radix feorfim « et b fit
diuifibilis per 47—1. -7

- Demontftratio. |

Si 4n—1 fuerit numerus primus neque #et b per
illum fint divifibiles, tum @+~ —4+ "~ erit dinifibile per 4.7
~1 (11), hincque ifta formula @*"~2—-44"~2 nop erit

dinfi-
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diuifibilis per 4n—1 , neque propterea vllus eins-factor.
Atcum 4n-2=—2(27-1) fit pumerus impariter par,
formula @*"—*—-p+*~* faQorem habet g2z~}-45; quare
fieri nequit,, vt ifte fattor 2244, hoc eft vlla duo-
rum quadratorum famma. fit dinifibilis per 4n~1. Q, E. I,
Coroll. 1. |

r7. Cum omnes numeri primi vel ad hanc formam
4n—1x vel ad hanc 4n-1 reuocentur, fi 4n-1 non
fuerit numerns primus, diniforem habebit..forma‘e. 471,
namque ex mers numeris formae 47—-1 nunquam nu-
merus formae 4#-1 refultare poteft. Quare cum .fom-
ma duorum quadratorum per nullum numerum primum
formae 4n-1 dividi pofiit, per nullum quoque nume-
mum eiusdem formae 4.n-1 , etiamfi non fit primus di-
vidi poterit. .

Coroll. 2.

18. Summa ergo duorum quadratorum 4445,

per mullum numerum huius feriei : B
3: 7) II) IS) 197 237 27: 31} 35: etc.
eft diuifibilis. Omnes ergo numeri primi practer binarium,
qui vnquam diuifores effle poflint farmmae duorum qua-
dratorum , continentur in hac forma 4n—-1 5 fiquidem
lI;cumeri a et b inter f& communem diuiforem non ha-
nt.

- Coroll. 3.

19. Cum omnis numerus fit vel primus vel produ-

- €tum ex primis, fimma duorum quadratorum nullum nue

merum primum pro diuifOre habebit , nifi qui contifea-
D2 | ot
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tur in hac forma 4n—1. Dinifores ergo primi fum.
mae duorum quadratorum continebuntur in hac ferie:
2,5,13,17, 29, 37, 41, 53, 61, 73, 89, 97, etc.

20. Quod numerns huius formae. 47-1x nunquant -
poffit effe fumma duerem quadratorum , facile intelligi-
tir. -Numeri enim quadrati vel fint pares vel impares,

ifli-in hac forma 4.4, hi vero in hac 44-{-1 continen-

tur, - Quare vt fumma duorum quadratorum fit numerus

" jmpar, -alterum par alterum impar efle oportet, hinc ori-

tur forma 4a-4b—1 feu 4n--1, ideoque nullus.
numerus huius formae 471 fimma duorum quadratorum
efle poteft. Quod vero: fimma duorum quadratorum ne
diniforem - quidem  formae 47-1 admittat , ab ommibus
feriptoribus methodi Diophanteae femper- eft affirmatum :
nemo autem vnquam , quantum mihi conftat, id demon-
firanit , excepto Fermatio, qui autem fiamr demonflra-
tionem munquam publicauit , ita vt mihi quidem videar
primus haric veritatem publice demonttraffe ; nullum nu-
merum vel huius formae 4.7-1 vel per numerum eius- -
dem formae diuifibilem vnquam efle pofle fummam duo-

.rum quadratorum. Hinc ergo fequitur omnem 'fummam

duorum gquadratorum inter fe primorum vel efle nume-
rum primum , vel binario excepto alios divifores non
habere, nifi qui in forma 471 contineantur.

Theorema 6.

‘21, Omnes divifores fummae duorum biquadrato-
yum inter fe primorum funt vel 2, vel numeri huius
formae 8n-1. - ' Demon-
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Demonttratio. |

Sint &' et & duo biquadrata inter fe prima, erit
vel vtromque impar, vel alterum par et alterum Jm
par; priori cafu fummac &’ b* divifor erit: 2 ; Vtro
que vero cafi divifores mpares, fi qui foerint , in hac
forma 4n—1 continebuntur. Cum enim biquadrata -
pul fint quadrata, nuilus divifor formee 4n-1 locum in-
venit {16). At numerl 47—+ vel ad hanc formam
gn—-x1 vel ad hanc 87-3 rewocantur. Dico autem
anllum numerum formae 8z-—3 efle pofle diniforem fum-
miae duorum . biquadratorum. Ad hoc demonftrandum fit
primo §#-3 NUMErNs primus, afque per eum diuifibilis
erit haec forma a*"*-5*"*, vnde haec forma g™+
4§+ 'per numerum " 87-3 prorfus. non erit diui-
fibilis, mifi vterque numerus @ et & feorfim diuifionem.
admittat , qui cafus autem affumtione , quod ambo nu-
meri @ et & fint inter fe primi excluditur. Cum igitur
forma @+ hrn—t=— gt (=) - p+(m=1) dinidi neque-
at per 87-3, nullus quoque eius factor per 87-3 diuidi
poterit. At ob 2#-1 numerum imparer, illius formae factor

et @*~-4*, qui ergo per nuilum numerum primum for-

mae 8#-3 diuidi poteft. Hinc omnes numeri primi
practer binarium , qui vnquam formam &' -5 dinident,
ermnt hniusmodi 8 7—4-1. Ex multiplicatione autem duo-
rum plurumue talium  diniforum npunquam numerus for-
mae 87— oritur: ex quo fequitur nullam prorfis nu-
merum huius formae 8z -3 fine fit primus fine compo-
fitus, fummam duorum biquadtatorum inter f€ primorurh di-
videre. Q. E. D. ' o _ -
| D3 : Co-
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Coroll.

22. Cum omnes numeri impares. in vna harum
uatuor formarum contineantur: 8s#-}-1 et 8n—+4-13:
praeter numeros in forma prima 8z—-1 contentos nul-
lus ahus poterit efle diuifor fimmae duorum biquadrato-

Yur.
Coxoll 2,

23. Omnes ergo diuifores primi fummae duorum
biquadratorum inter fe primorum erunt vel 2 vel in hac

ferie contenti. 17, 41,73, 89, 97, 113,337, 193, St
quae complectitur omnes numieros primos formae 81 —-1.

Coroll. 3.

24. Si quis ergo numerus puta N fuerit fmms

- duorum biquadratorum , tum is vel erit primus , vel ali-

osnon habebit divifores , nifi qui in forma 8#——1 con-
tineantur ; vnde 111ueﬂ1gat1o diviforum mirum in mo-

-dum contrahitur,

Coroll. +.

25. Nuollus igitur numerus, qui diniforem habet

non in forma 8§n7—1 contentum, ent fumma duorum bi-

quadratorum nifi forte habeat quatuor diuifores aequales,
gui autem in confideratione biquadratorum reiici folent.

Theorema ».

26. Omnes diuifores huiusmodi numerorum &"—-5*
fi quidem @ et b funt numeri inter f& primi, fint vel’
2 vel in hac forrna 6 ﬂ+ I continentur.

Demon -
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Demonflratio.

. Quia #* et 5* fimul funt biquadrata, eorum fum-
ma & — b alios non acmittet divifores , nfi qui
in forma 8x-+ 1 contineantur. At numeri in hac for-
ma 8#z—-1 contenti funt vel 1671 vel 1674,
Sit 16#-49 nvmerus primus, ac per ‘evm diuidi non po-
terit fuima 41611——5__!_61611—-3 (13) {fen 'gs(zn-—rl__}_gafznux),
neque propterea vllus ejus fictor. Vernm obe2n-1 ny-
merum mparem haec forma diviforem habet 4°—-4°,
quae ergo per nullm numerum primum - X6#-—47 erit
dmifibilis , ac propterea alios dinifores primos habere ne-
quit, nifi qui in forma 16— 1 contineantur. FEx mul-
tiplicatione autem duortm pluriumue huivsmodi numero-
rum 167z-1 , perpetuo productum eiusdem formae na-
{citur , neque vnqusm numerns formae 16#— refultare
poteft.  Vnde cum nullus numervs formae 16z—v di-
vifor ipfus #°—5* exiftere poffit, necefle .eft vt om-
nes huius formae &°—4° diuifores, fi quos habet, fine.
fint primi fiue ccmpofiti, perpetuo-in hac formuls 16
#--1 contineantur, Q. E. D. '

Coroll. 1.

2. Nullus igitur numerns, qui in hac forma 16
#-1-I non includitur, voquam effe poteft diuifor fum-
mae duarum poteftatum octani gradus inter fe primarum.

Coroll. 2,

28 Si quis ergo voluerit numeri cujuspiam hujus
formac &' +-4° dinifores inuefligare, is dinifionem ‘per
nullos alios numeros primos nifi in hac forma 16#—-1

con-

hal
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contentos , tentet , cum demonftratum fit omnes reliquos

numeros primos huins formae divifores effe non poffe.
o Theorema 8. B

_ 2.9. Summa duarom huiusmodi poteftatum ar™ ™

quarnm exponens eft. dignitas binarii alios dinifores non.

admittit, nifi qui continéantur in hac forma 2™+ n—-1.

Demonflratio,

Quemadmodum demonftrayimus omnes diuifores for-
mae a"——&" in hac forma 471 contineri, hincque
viterins diuifores ommes formae #'—-4" in 8m—-1 et
formae 4’ ~-4° in 16 #—1 contineri enicimus ; ita fi-
mili modo oftendi poteft formam @'°—-4* nullos alios
dinifores admittere nifi in formula g2n~~1 contentos,
Dehinc porro intelligemus formas o =By a1 b
etc. alics diuifores habere non pofle, nifi qui in formu-
lis 64n—4~1, 128%n-4-1 elc, includantur.  Sicque in
genére patebit formae a:™——2:™ alios non dari dinifores,
nifi qui in formula 2™+'p—-1 contineantur. Q. E.D.

Coroll, 1.

go. Nullus erge numerps primus, qui in hac
. forma 2™'n—+1 non includitur, vnquam effe poteft
dinifor vilius numeri in hac forma g*™~-4*™ contenti,

) COrDIL 2¢ 2
31, Diuifores ergo huinsmodi numeri @™ —-5™
inquifiturus inutiliter operam fuam comfimneret , {i aliis
numeris primis practer eos, quas forma 2™ #~1 fip-
peditat , divifionem tentare vellet. =~ .- S
Scholion
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Scholion 1.
82. Fermatius affirmaverant , etiamfi id fe demon-

ftrare non: pofle ingenue effet confeffus, omnes numeros. .

ex hac forma 2:™—-1 ortos efle primos; hincque pro-

blema alias difficillimum , quo quaecrebatur numerus pri-

“mus dato numero maior , refoluere eft conatus: Ex vl-
‘timo  theoremate autem perfpicunm - eft, nifi numerus
"22™ -1 fit primus eum alios diuifores habere non paffe
practer tales, quiin forma 2™+n-j-1 contineantur. Cum

“igitur veritatem huius effati Fermatiani pro cafu 2%*—-x
* examinare voluiffem , ingens hinc compendium. fim na-
¢tus, dum divifionem aliis numeris primis, praeter eos,

'quos formula 64n-4-3 fuppeditat , teatare non opus hid-
‘bebam.  Huc igitur inquifitione reducta mox deprehen-
di ponendo #—10 numerum primum 641 efle diniforem

~numeri 2*°—-x, vnde problema memoratum, quo ng-
merus primus dato numero- maior requiritur, etiamnum

_manet infolutum. . , C
) Scholion 2.
33. Summa duarum poteftatum eiusdem gradus vti

A" 5™ femper habet dinifores algebraice affignabiles , ni-

fi m fit dignitas binarii. " Nam fi m fit numerus impar,

tum: ¢™—-5" femper diniforem .habet -5, atque fi

_fuerit dinifor ipfius 7, tum quoque @?—~4? formam

a”™ 4™ dividet.  Sin autem m fit numerus par, in hic

formula 27p continebitur, ita vt p fit numerus impar ,
!mcqne caftt 225" dinifor erit formae z™—-p™ ex-

iftente m—2"p. ~ Atque §i p habept diviforem g7 tim

VT LT
KI Tom- Il o Etlam




54 THEOREMAT A
- etiam az"g—}——és“qerit diuji.'or- formae a™-}-&™. @1@2

circa @™—-4™ numerus primus efle nequit pifi 7 fic
dignitas binarii. Hoc igitar cafu, fi ™5™, non fir-
erit numerts primus , alios diuifores habere nequit , nifi
qui formula 2mn—-1I contineantur.  Contra autem fi
differentia duarum poteftatum  ejusdem .gradus proponatur
a™—b™ , ea femper diviforem habet @—& ; practerea Ve-
to fi exponens m diniforem habeat p, erit quoque af-52
diuifor formae g™—&™. - Hinc fi m fit numerus primus

~forma g™-5"™ practer a—> alium “diniforem algebraice af-
fignabilem non habebit , quare fi g™—p™ fuerit numerus

primus , necefle eft ¥t % fit numerns primus et 2—&
— . Interim tamen. ne his quidem cafibus forma 2”™-5™
femper ¢ft numerus primus ; {ed quoties em—i-1 eft nume-
gus primus , per eum erit divifibilis. Practered vero etiam
alios diuifores’ habere poteft ,: quos hic, fam inuefligaturus.
Theorema 9. & '

34. Si differentia poteftatum am—ym fuerit divifi-

bilis per numerum primum on-}-1, atque P fit maxi-

pus compaunis dinifor numerorum 2 et 27, o qUOqUe

gt P erit divifibilis per 2#—+T. s
© " Demonflratio.
Quia zn-+-1 eft numerus ‘primus , erit 4*"
divifibilis per 22-4-1, et cum per hypothefin a™ 5™
fit quoque diuifibilis per 2#--1T. Sit en—am-i-4,

— bm

fen g fit refiduum in divifione ipfius 2 per m remanens;
et cum @*m—p*™ fit quogue per- 2A-i-% diuifibilis ,

| multiglicctur haec forma pera?, erit P it ,.=. a1™ per

2n
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en-t-1 dinifibilis ; at pofito am—-4 PLo 27 eft; quo-
g2 1—-prm+1 per an-+1 divifibilis : 2 qua for—

que
YT s A e

mula fi prior fubtrahatur, refidaum #2557 = ;
bo™(a1—H) quoque Per on-t-1 erit divifibile. Hinc
cum & per hypothefin diuiforem en-t-1 non habeat,
necefle eft vt ai— per an—-1 fit difibile. Pona~
tur porro m=—8 g7, et cum vrague haec formula 454+*
— peatr ot 281—p0 fit per 2=}~ 1 diifibilis, multiplicetut
pofterior per & et 2 priori fubtrahatur , atque refidunm
pe1(a—b) fen a'—b" patiter per 2#-¢ et di-
vifibile. Simili modo patebit, fifiierit g==y#=5 Zised
formulam 4°—5° per 2n-i-1 fore diuifibilem ; atque
per huiusmodi continuam  divifionem valores litterarum
g, *, 5,1 etc. inueftigentur, tandem: peruenietur ad maxi
mum communem: diuiforem numerorum # €t 2 #, qui ergo

fi ponatur —p, erit.4?—b? diuifibile per 2A--1. Q.ED.

Coroll. 1.
85. Si igitur # fuerit numerus ad 2% pripus ’

maximus eorium = €ommunis divifor exit wvnitas, ac pro-

pterea fi @™—b™ fuerit dinifibile per numerum primum

en—j-1 , fum quoque @—b per 211 ‘erit  divifibile.
. Coroll. 2. .

36. Si ergo. differentia’ numerorum 2~ non fu-

erit dinifibilis per 2n—-1, tum quoque nulla huiusmo-
di forma a™—5™, vbi m eft ad 2n numesus primus,

per 2n--1 diuifibilis effe poteft.
Coroll. - 1.

37. Quodfi ergo m fuerit numerus primus, forms

E 2 , S a™




n?r—m-a.f,;?-'—""—

2w Vo THEOREMATA

am— T per numerum primum 2#2-4-1 dinidi ‘non . po=’
teft nifi w (it dwifor ipfius 2# 5 pofito quod 2% non’

fit dwifibile per 27—-1. :
| Coroll. 4. A
38. Exiftente ergo # numero primo, haec forma

a™—&" practer diviforem 4—4 alios diuifores habere ne-,

quit, nifi qui includantur in hac formula m n—41x. Vna -

de diuifores numeri cujuspiam in hac forma 4™—4™ con-
tenti inueftigaturus diuifionem  tantum _per numeros pri=
mos in forma mn—-1 contentos tentabit.” ‘ :

Coroll. s, . s

39. Nifi ergo numerus 27 —1 fif primus ,--exiz

flente 7 numero primo ,’ alios. dinifores habere non ‘po.’
terit, nifi qui mcludantur - in, hac, forma mu—f-x.: i

~Coroll 6. - o= L

40. Si ergo m fit numerus' primus divifores for-

mulae 2™—4™ . praeter 4—b, fi .quidem & et & fierint

numeri inter f& primi, continebuntur in hac ferie s

2MA-T 415 Em—i-1; Sm—1 y TOM=T 3 ete,

fi hinc numeri non primi eXpungantur. ' . L
Theorema 10.

- 43 Si formula @™ —~4-3™ diuiforem habeat P+, tum
quoque: haec expreffio (4 ap)™+ (5--8p)™ per p
grit dipifibilis, .. ... 7 T D T
Demonfiratio. .. -

Si poteftates (= op)™ et (514~ €p)™ method
confueta cuoluantur, in vtraque ferie omnes._termiii prae-
- ' B tex

T




CIRCA DIVISORES NVMERORVM 87

ter primum dinifibiles erunt per p-. Scilicet formula
(@ ap)™—+ (6-+8p)™ abibit in hanc formam :

—-i~—am—|—ma’“—’ap+"'“f”) M-z g p etc.
(™ - mhm—1 Gp— =t gyt et )

Vnde perfpicuum eft fi 2 m 4™ fiierit dinifibile,, tum quoque

hacc  forma (a+ ap)™—(b—+ €p)”‘ per p erit diuifibilis.

. E. D.
¢ Coroll. 1.

4_2 Si igitur ¢™—-1 fuerit dinifibile per p, tum
quoque haec formula (2—+wp)™—4 1 per p erit dlulﬁ-

bilis.
Coroll. 2.
43. Si a™-4-b™ fuerit diuifibile per p, tum quo-
que haec formula (a—{—ap)m—l— ™, vel haec @™ (5
- Ep)™ per p erit diuifibilis.

Scholion.

44. Eodem quoque modo generaliter demonftrari
poteft, fi fuerit Aa™— B4™ diuifibile perp, tum quo-
que hanc formam A{a—-ap)™-+ B(s—+ ﬁp)"’” fore per
# diuifibilem.  Haccque veritas aeque locum inuenit, fi-
vo p fit numerus primus five fecus.  Quin etiam non oppS'
eft, vt vtnusque poteftatis idem {it exponens #7, fed eti-
arnﬁ eflent inaequales, conclufio perinde valeblt Tum
vero quoque fi fuesit numerus par ex dinifibilitate for-
mulac ¢™ —+ 4™ per numerum p, diwifibilitas etiam huius
formulae (ap 4 @)™~ (Ep &)™ fequitur. . Verum haec
‘alisque fimilia ex algebrae elementis fponte patent... ..

Es ' Theokag

7
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Theorema II.

45. Si fuerit e—ff+(2m—1}a, et sm—tt

pumerus primus , tum ifta expreffio ¢™—x exit diuifibi-
lis per am—~1. , '
Demonfiratio.

Cum fit- 2741 numerus primus, per eum di-
vidi poterit haec formmla f*"—1x, feu haec (ff)™—1.

Hinc per theorema praecedens quoque”ifta formula (F=

(2m—-1)a)™—1 erit dinifibilis per 2m—-1. Quare fi
fuerit a—ff—+(2im—1)a, formula g"—2 per nume-
mum primum g7m—-1 diidi poterit. Q. E. D).

Coroll. 1.

46. Si ergo fuerit wvel a=(2m—1)a--1 vel |

a==(2m—-1)a—t 4, vel a==(2m—-1)a—+-9; Vel 2=
(2m—-1)a—4-16 vel etc. tum formula #™-1 femper erit diui-
{fibilis pex 2m--1 , fi quidem 2m—-x fuerit numerus primus.
Coroll. 2.
_ _46. Cum cafis, quibus ipfe numerus. 2 eft dinifi-
bilis per 2m-{-1 excludantur , manifeftum eft in formu-
la ff+(2m—-1)a numerum f per 2m—+-1 dinifibilem
efle non pofle. Hinc pro f omnes numeri affumi pof-
font qui per 2m-+-1 non fint dinifibiles.

| Coroll. 3.

47. Numeri ergo pro- f affumendi’ funt (2m—-1)
k-t (emd=1lk-t2; (2mt-1)b4-55 -« ...
{(2m——~1)k—m: in his enim formulis omnes numeri per
am-+3% non diuifibiles continentur, Hinc fumendis qua-

dratis

R

T
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dem partes per 2#— 1 diwi-
Gibiles in vnum colligantur , erunt fequentes : (2m—-1)
p-1; (21 )p—as (2m—A=T) PG5 e
(2m—-1)p—t-mm quarum DUmMErus eft m.

\ Coroll. 4.

48. Ad valores igitur ipfius & inueniendos, vt&™-x
per numerum Pprimum 2m—1 fiat dinifibile, inveftiga-
ri oportet refidua, quae in divifione cuiusque numert
quadrati per 2m—- X remanent. Sienim 7 fuerit huins
modi refiduum , erit (2m—-1)p--r idoneus valor

pro 4.
Coroll. 5.

49, Omnia haec refidua 7 erunt autem minora
quam 2m-{-1 , neque tamen omnes Numerlt Imimnores
quam 21 erunt valores ipfius # ; quia numerus va-
lorom ipfius # maior efle nequit quam #2. Dabuntur er-
go femper m numeri, qui pro 7 adhiberi non poterust,

Coroll. 6.

0. Valores vero ipfius # eront primo omhnes nu-
meri quadrati ipfo 2m—-I minoxes , tum Vero refidua,
quae in divifione maiorum quadratorum per 2m-{-I rema-
nent , neque tamen Voquam numerus omnium diverforum
valorum ipfius #. maior effe poterit numero 7.

Scholion. |

$1. Vt viiis huius theorematis clarius appareat,
atque per exempla numerica illufteari poffit , fequentia pro-
blemata adiicere vifum eft, ex quibus non folum veritas
theorematis luculentius perfpicietur , fed etiam viciflim pa-

tebit
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tebit ; quoties # non- habuerit walorem  hic affignatum |

toties formulam 2™ —1x non efle dinifibilem per 2 m—-1.

Cum igitur haec formula 2°™—1 femper fit diuifibilis «

per 2m—-1, quoties ¢™—1x diuifionem per 2m—-x
non admittit, toties #™~—1 per 2m——1 diuifibile effe
oportebit. o I '

. Exempl. 1. \
- 52. Inuenive wabores ipfius 3, ot a°—1 fit diui-
Sfibile per 5. ‘ . Lo
: Refidua, quae ex dinifione quadratorum per 5 re-
manent funt I et 4 ; hinc necefle eft vt fit vel a5
p+1 vel a—5p--4, fiue a—=5p—+1. Priori ca-
M fit ga—1 ff_:u;(gwI)(cz—{—I_):sp(sp—i,—z) pofte .

_viori autem =(5p—2)5p. vtroque ergo dinifibilitas per
s pedpicitur.  Sin autem fierit vel g— 5p—+2, vel

vel 2—5p—-3 neutro cafy formula gag—1 per s erit
dinifibilis. o
Exempl. 2.
_ 58. Inuenire walres ipfius 3 , ot baec forma a° -1
Jiat per 7 diifibilis. ' -
., Tria refidua, quae in divifione omnium quadrato-

. Yum per 7 remanent funt, 1, 2, 4. Hinc valorés ipfius 2

foat: 7p—t-1; 7p—+-2, et 7p—t4, fin autem faerit vel

#=7p+3 Vel 7p—4-5 vel 7p—4-6, tum non fornm-

la propofita 4'—1x fd haec &' 41 per 47 fiet diuifibils,
o Exempl. 5.~

54. Inuenive walwes ipfins a vt baec ﬁrﬁz_cz; 2’ {x

- bt ber 11 divifibilis.

N U-
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Numeri quadrati per rx diifi dabunt 5 diverfa re-
fidia quac funt: 1, 3, 4, 5, 9. Hinc formulaa=x
per rr erit diuifibilis, {i faerit #—=x1p--r denotante
7 Ynumquemque ex numeris 1, 3, 4, §, 9. Sifl autem pro
4 famatur quidam ex his numeris 2, 6,7, 8, 10 multiplo
quocunque ipfius 11 audus, tum &°—1 per 11 eritdiuifibile.

Theorema 12.

55. Si fuerit a—j" 4 (3m——1)2, exiftente 3m
~-1 numero primo, tum haec forma 2™-1 femper erit
per 3m-+1 diuifibilis.

" Demonftratio.

Ob gm—1 numerum primum. erit f*™—rx di-
vifibile per gm—x. At eft f*™—x:=(f*)"—1, vande
quoque haec formula (f* <4 (3m—+ 1)e)™ 1 erit diuifi-
bilis per gm—+1x. Quarefi fumatur 2—=f* - (3m 1)

e, tum haec formula #™—x erit per 3m—-1x dinifibi-

lis. Q. E. D.
Coroll. 1.

56. Ad valores ergo ipfius # inueniendos, cmnia
refidun quac oriuntur, fi cubi per gm—-1 dinidanenr,
notari debent.  Vnumquodque enim horim reficucrum
multiplo ipfius 3m— ¥ quocunque audtumn dabit valorem
idoneum pro 4. _ '

Coroll. 2.

57. Cum gm—1 effe debeat numerus primus,
necefle eft ve 7 it numerus par, ficyue oumerus pri-
mus 3#—-1 vaoitate fuperabit multiplum fenarii.  Hine
erunt numeri pro s et gm--1 adhibendi fequentes :

Tom. 1. ¥ w
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m 2, 4, 6,10,12,14,20,22,24, 26, 3s¢k.
m—-1;7, 18, 19, 81, 87, 43,61, 67,73, 79, 9T,CL¢-
Coroll. 3.
$8. Si ergo numeri cubici per bos BUMEros pri-
mos gm—-1 dinidantur , fequentia refidua remanebunt:

Diuifores Refidua
“l1,6
13{1,5,8,12
19 |1,7,8,11,12,18
31|1,2,4, 8,15,16,23,27,29,30
37|1,6, 8§, 10,11, 14,23, 26, 27, 29, 31, 36
ete. '

In his refiduis primo occurrunt omnes cubi diniforibus
minores, deinde fi quodpiam refiduum fuerit # pro dinifo-
re gm-4-1, tum quogue aliud . dabitur refiduum —3##
~zx—r. i enim cubus f T dederit refiduum # , cubus
{3m—t- 1—f) dabit refidmum —r feu gm—-3—7.
Scholion. |
s9. Notata hic dignum eft numerum refiduoruns
perpetuo effe —m, fi dinifor fuerit —am—--1. Sem-
per ergo dantur ‘tres cubi, quormm radices f{int < 3m
-1, ex qubus idem refiduim refaltat. Scilicet hi
tres cubi 1°, 27, 47 per 7 diwifi idem dant refidutm
— 1, et hi tres cubi 2%, 57, et 6° per 13 diuifi idem dant refi
duum 8. Praeterea hic notari conuenit, fi pro 4 alii
walores practer hos affignatos capiantur, tum ™ -1X non
effe per gm— 1 dinifibile, quod etfi verum efle facile de-
pre-~
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prehenditur, tamen eius demonftratio ex praecedentibus nom
fequitur , pertinetque haec veritas ad id genus , quod no-
bis nofle, non autem demonftrare licet. His ergo cafi-
bus, quibus #™—1x per 3m——1 not eft diuifibile, haec
formula @™ ~j-2™——1 dinifionem admittet.

Theorema 15.

60. Si fuerit a—f"—+ (mn~-1}a exiftente mz
«}-1 numero primo, tum haec forma a™—1 erit diui-
fibilis per mn—i-X. .

Demonftratio.

Ob mn-+1 numerum primum erit f™*—1 diufs
fibile per mn—+-1. At eff fmi—r=(f")"~1, vade
quoque hacc forma (f* - (mn—i-1)a)"—1 erit diuifi-
bilis per mn—1. Quare {i ponatur a—f"4 (mn—-
1)a, haec formula g™—1x per mn-i-1 diuidi poterit.

Q. E. D.
Corall. 1.

61. Si ergo poteftates exponentis # per numerum
primum mn——1 dinidantur , fingula refidua vel ipfa vel
multiplo ipfiuis m7--1 quocunque aucta idoneos pracbe-
bunt valores pro 4, vt @™-1 fiat per mn~+1 diuifi-

bhile. :
Coroll, 2.

62. Hinc fi a™—1x non fuerit per mn—+-1 diui-
fibile, tum valor ipfiis 2 in hac expreffione ™ (mn
~+ 1 )a mon continebitur, fou nulla  dabitar potefﬁs— eX=
ponentis # quac per mn—1 dinif relinquat 2.

F 2 SChO-j
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Schoilion.

63. Fropofitionis huius conuerfa, i omni modo
€xaminetur, quoque vera deprehenditur ; ita vt quoties
a™—z1 fit dinifibile per mz—-1. toties quoque valor
ipfius @ in formula P4 (ma-p-1 )e contineatur ; feu
toties dabitur poteftas f* quae per mu—-1 dinifa relin-
quat 4 pro refiduo. Ita cnm obferuaflem formulam 2%
effe per 641 diuifibilem, ob m—G64 fiet n—r1o, da-
bitur quoque poteftas dignitatis decimae , quae per 64r
diuifa relinquat 2. Atque reuera huiusmodi potefiatem de-
prehendi effe 96™. Practerea vero cum 2°*—1 non fit
diifibile per 641, hoc cafi fit m=—32 et n=—20; nul-
la igitur datur poteftas dignitatis vicefimae , quae per 64.r
divifa relinquat 2. Veritas huius pofterioris afferti rigorofe eft
enicta), fed adhuc defideratur demonftratio harum propofi-
tionum conuerfirum: filicet fi 4™ —1 fuerit dinifibile per
numerum primum 72—, tum quoque femper 2 effe nu-
merum in hac formula f*~ (mp-4— I )a cormprehenfim.
Atque fi @ non contineatur in formula ffa(mn—+-1)a
tum quoque ¢™—1 per ma—1 divifionem non admit-
tere.  Quarum propofitionum fi altera demonftrari pofiet,
fimul veritas alterius effet euicia. Ceterum theorema hic
demonftratum huc redit, vt quoties f"—g fuerit dinifi-
bile per mn—- 1, toties quoque formula #™—_1 Gt permn—-x
diuifibilis. In hoc genere latius patet theorema fequens.

Theorema 14.
64. Sifuerit f*—ag* dinifibile per numerum primum
#WB—-¥, tum quoque £™—1 erit dinifibile per mn—f-1.
De-
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Demonitratio.

Cum ponatur formula f*—ag" divifibilis per m# -1,
erit quogque hacc formula f™*-4™g™", quippe quac per illam
diuidi poteft , diuifibilis per #z#——1. At cum mn-i—~1 fit
numerus primus, per eumn diuifibilis erit haec forma f™"—g™"
vnde quoque differentia g™"(a™~1 ) feu ipfa formula 2™ —1I
per mn——1 erit dinifibilis , propterea quod g per mn--I
dinifionem admittere nequeat ,” nifi fimul f° per eundem
effet diuifibile, qui cafus in noftro ratiocinio perpetno
excluditur. Q. E. D. :

Coroll. 1.

65. Si ergo ¢™—x per mn——I non fuerit diui~
fibile, tum quoque nulli dantur numeri f et g vt haec
formula f*—ag® per mn- 1 fiat diuifibilis.

Coroll. 2.

66. Si fiuperioris propofitionis conuerfa demonftra-
ri poffet, tum quoque euni@um foret : quoties f"—a per
mn-+1 dinidi nequeat, tum ne hanc quidem formulam
J"—ag® diifionem per mn—-1 admittere pofle, fimul
vero etiam paterct, i f*—ag™ fit dinifibile per mn-4-1,

tum quoque dari huinsmodi formulam f*—&, quae fit

per man—-1 dinifibilis.
Theorema 15.
67. Si huiusmodi formula af*—4hg" fuert diuifi
bilis per numerum primum ma—+I , tum quoque haec
formula @™—5™ erit per mn-—1 dinifibilis.

F 3 Demon-
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Demontitratio. |
Si fuerit ¢f"—bg" diuifibile per mn—-1, tum

quoque haec formula &™f™*—4"gm" erit per mA—+-1T

divifibilis. At ob m#—-I numerum primum €Lt quo-

que haec formula f™"—g™, ideoque et haec a"f™"

Zamg™ per mn-t-1 divifibilis, fubtrahatur haec ab illa

a™fmr g™ atque refidoum g™ (4™ —5") feu @™ —b"

per mu-+1 erit diuifibile. Q. E. D. ‘
Coroll. 1.

65. Si itaque @™—4™ non fuerit per mu—~1 di-

vifibile, tum nulli dabuntur numeri pro f et g fubftituendi,
vt huiusmodi. formula 4f™-5g™ fit permn—-1 diuifibilis.

| Coroll. 2.
69. Huius propofitionis conuerfa , quod, fi fuerit for-

‘mula g™—5™ dinifibilis per mu—-1, fimul dentur nu-
3

meri f et g, vt af"—4&g" fiat dinifibilis per mz—-x
vtcunque examinetur, vera deprehenditur. Interim tamen
eius demonftratio etiammum qefideratur.

Scholion.

=0, Cafis huius propofitionis inuerfae cemonitrari
poteft, quo numeri 7 et # fint inter f primi: hoc epim -

cafi femper eiusmodi nmumeri . et v exbiberi poflunt,
vt fit wr—-1—=ym. Namque {i inter nuroeros zz etz
ea operatio inflituatur, quae pro maximo communi di-
vifore inftitui folet, atque quoti notentur, ex iifque fra-
Giones ad T appropinguantes quacrantur , vitima erit

ny
et fi penultima fiexit § erit wm—4s=—ym. Hoc erge

lem-
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lemmate pracmifio demonftratio propofitionis conuerfae ,
qua’'# et # fant numetl inter fe primi ita fe habebit.

Theorema 10. -
gtfuerint numeri primi inter fe, at
_p™ dinifibilis fit per pumernm 7%
— b g* diuifibilis per

1. Si m et
que 'ifta formula &
—~1, tum  dabitur formula 2 ™
mn——1. ' )

Demonltratio.

Ponatur f=—a¥ et g=—bF, atque formula 2f"-6g"
abibit in hanc gtmtr—gRRTTE, quars fi . ita capiatur,
vt fit - x=ym , habebiter 2™ —p'™, quae cum fit
diuifibis pex @™— 4™, quoque per mf-—i-X dinifibilis - erit,
ficque dabitar cafus, quo 4 n_pet ciuifibile erit per

“mn—-x.  Sin autem fuert pon— TV, tum  fTatur
= ¢t g—a* ficrque ﬂj“——bg”::ai:““—ﬂéam:a&

(LRr=r gt ):~gb(4\'m——b“"”) ideoque erit per ma—-x
dinifibilis. Q. K. D.
Coroli." 1. |

9. Si ergo m ¢t n fierint nimmeri incer {e primi,
atque mzi—}- I TUNETDs primus, tum iftne  propofitiones
funt demonftratie. 1. Si af"—bg™ fuerit dinifibile per
mn—1, tum quoque «™—4&™ erit per ma—-1 dinifibi-
le, et fi illa formula nollo modo fit divifibilis per m»n
-1, tum ctim hacc non erit dinifibilis. 1L Sig™-5"
fuerit divifibile per mu--1x , tum dabitur numerus huits
formac @f*—bg" per mn—1 diuiabilis , atgue fi ™57
per ma~t-1 divifionem non admitiat, wm. nulhes dabi-
twr numeras formac 4;*—6g" per mu-H 1 ciudibilis.

Cavoll,
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Coroll. 2.

%8. Si m {it numerus par, tum & aeque negatiue.
atque affirmative accipi poteft, hoc ergo cafu fi g™—4™
fuerit divifibile per mz—+x, tum etiam einsmodi for-
mula af* 048" per mu—-x. dinifibilis affignari poterit;
id quod etiam inde patet, quod 2 fit numerus impar,
ideoque poteftas g negatiua fieri queat.

Coroll. 3.

4. Simili modo demonfirabitur, fi fierint vt an-
te # et # numeri inter fe primi, atque haec - formula
@™ —4™ fic diuifibilis per mp—-1, tum quoque exhiberi
poffe formulam . huismodi af"—4g" dinifibilem  per
mp—i-1.

VARIAE
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