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Sur

QUELQUES FROPRIETES

DES
SECTIONS CONIQUES,

QUI CONVIENNENT 3 UNE INFINITE DPAUTRES LIGNES
COURBES.

Par M. EULER
Traduit du Latin.

fes Sectrons Coniques onr plufieurs proprictés
qui ne conviennent qwa elles feules; mais elles en

0. ont aufli plufieurs qui leurfont communes avec une
:nﬁmré dautres Courbes. Cleft ainfi que I'Axe qui coupe en deux
toutes les ordonnees Orthogonales, & le centre, qui eft placé au
point du milieu de la Courbe, conviennent & un nombre innombrable.
d’autres lignes courbes, tant Algebriques que transcendantes;
comme en eft convaincu quiconque examine la nature des lignes
courbes. Mais les Geometres ont encore fait voir que d’autres
proprietes, qui du premier coup d’oeil paroiflent propres aux Sections
coniques, font aufli communes aux autres lignes courbes. 1l eft
manifcfte que les proprietés par lesquelles les Sections coniques
font
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font tout 3 fait déterminées, leur font tellement propres, qu'elles ne
peuvent convenir i aucune autre ligne courbe: mais on rencontre
outre cela d’autres proprietcs, desquelies il eft difficile de décider, i el-
le: fone propres aux Scctions coniques ou non.  Pour nous
demdéler de cet embarras, il faur rechercher par la voye de I'analyle
toutes les lignes courbes, qui puifient avoir une certaine propriete
propofte, & fi nous trouvons que les Sections coniques foient les
{eules Courbes qui y fatisfaflent, nous ferons alors certains que cette
proprieté eft un attribut propre des Sections coniques.  Les Geo-
métres ont déja donné par ci par la les folutions de plufieurs
queftions de cetee nature; folutions qui ont donné des accroifle-
mens trés confiderables 4 PArt dlinventer.  Nous nous propofons
donc dajouter ici quelques autres queftions femblables, tirées de la
nature des diametres obliquangles, qui convient principalement aux

Sectons coniques.

II. Consineroxs done cette proprieté de 13 Paribole, par
laqueile il eft conflant que toute ligne c%rc-itc paralléle i l'axe eft en
méme tems un diametre obliquangle, qui coupe en deux toutes les
droites parailéles entrelles tirces fous un certgin angle au rl-:danl's
de [a Parabole. En effet foit AMFm une Parabole, dur!l: I"axe foit
AD, & quon lui tire une paralléie quelconque FI, qui rencontre
1 Parabole en F, on fait que cetee droite coupe en deux en E toutes
bes cordes M m parallcles & la tangente de la -:nu‘rbr: enl. Nous de-
finiffons bien la pofition de ces droites coupces en deux, Flc ma-
niere que nous les difons paralleles 3 la tangente f:n P:, mais ?et:.:
conditicn eit déja comprife dans la nacure de la bifection.  Car fi
Jans une courbe quelcongue Ja droite FG coupe en c.if:ux toutes les
cordes Mm inclinces a F1 fous Fangle donné GE, il eft néceflaire

que la tangente de la courbe en F foit paralléle aux ordonn¢es mc-

mes;

Fig. 1.
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mes; car la plus petite ordonnée & qui evanouit entombant furle point
T fera congruenteavecla tangente. Pourdécouvrir préfentcomment
cette proprieté eft propre a la Parabole, refolvons le Probléme fuivant,

M. TROUVER la Courle AM Fm rapportie @ Faxe 4D,
qui d la diftance D E donnée de Paxe ait le diametre FEG parallile
8 Paxe AD, gqui coupe en deux poutes les ordonnées Mm givées
avee Paxe A langle donné T.

Soit A diftance dudiametre dl'axe donnée DE—4#,& le finusde
I'angle MTA pareillement donné —m,le cofinus fera—n,—=v(1—mmni)
en pofant le finus entier — 1. Si 4 prefent dans un point quelconque
T de I'axe AD prolongé i indc¢fini, on mene fous Pangle donné
la droite TMm, elle coupera la courbe qu'on cherche en deux
points M & ; ou bien la double valeur de la droite T'M répondra
au point T, dont chacune expolera la diftance du point T au point
d’interfetion M oum. Cleft pourquoi fi nous pofons AT —=v, &
TM—z, la relation entre =z & ¢ §'exprimera par une équation, qui
pour chaque valeur de # fournira une double valeur pourz; & ainii
cette équation fera quarrée de laforte, 22 —=2Pz2—Q, les foncltions
quelconques de ¢ etant marquées par P&Q..  Cetre equation au
lieu de la valeur donnée ¢ fournic donc une double valeur pour z,
par ol eft indiquée la double interfection de ka droite Tm & dela

courbe.
1IV. Or TM & Tam etant deux racines de z, fuivant cette

équationz2z2 —2 Pz -~ Q — o, onaun TM—}-"T'm =2 P,

TM—4-Tm —P. Lt parce que E eft lepoint
2

TM—+-Tm
=

& par confiquent

=1 K

& de NP = TE Maisicafe deDE= a& fin. DTE — m,
Memoires de I Academie. Tom. 1. K il

du milieun entre les poines M & m, cela fera
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iLen maitra ——= —m, ou TE = P — —, d'ou I'equation
I'E » m’ 9 .

2a2 . 2

entre 2 & £ ferazz — —m——QL Q_etant pris pour une fonétion

quelconque de 2. Pofons i préfent que l’equation entre Jes coor-
donnZes pour la courbe requilfe AMm foit Pabfcifle AP — », &

¢t -
Z

Pappliquée PM — y;y: z fera —=m, & —n, d’ol vient

n
— i_; G r—pr—x—oY _ 4 La courbe AMm aura
o= m

donc la proprieté prescrite, fi :'_'_;"'_;fl' eft égal 3 une fondtion

7"
quelconque de St AT
i
V. S1 poxc wous pofons ny—mx —X &yy—2ay =
Y, & que nous en formions I’équation générale entre X & Y ratio-
nelle, favoir,

o—a— B X 4-yY 0 X2-eXY—-2Y 2 +4X 2 +H0X2Y + &e.

dans cette equation gencrale feront contenués toutes les équa-
tions poffibles entre X &Y, & il en résultera Y = a une fonétion
quelconque de X, enforte que yy—2ay fera rout a fait — i une
fonétion quelconque de #y — mx, comme le requiert nbere folu-
tion. Ceft pourquoi pour facisfaire pleinement au Probléme pro-
pofé, qu'on forme une équation quelconque entre les deux variables
X &Y, & qualors on mette #y — mx ila place de X, &J’.J"‘lfﬂ
a la place de Y, ce qui etant fait on aura une équation entre x+ & y
pour la_courbe A Maz, qui aura cette propriete, que la paralléle FG
menée 3 'axe AD dans la diftance DE — a fera le diametre obli-

quangle
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quangle dela courbe, qui coupera en deux toutes les cordes Mm, qui
font avec lui Pangle m EG, dont le finus eft — m,le cofinus — n.

VL. It Y a donc un nombre innombrable de lignes courbes
qui ont la proprieté qui etoit prefcrite dans le Problcme, favoir que
dans une diftance donnee de I'axe A D, le diametre paralléle i I"axe
coupe en deux toutes les cordes paralléles 3 la tangente en F.  Or
non feulement cette proprieté convient i la Parabole, mais dans la
Parabole toute ligne droite paralléle i Paxe eft en méme temsle dia-
metre, au lieu que dans les courbes trouvées une feule droite paral-
Icle & 'axe a cette proprieté.  Cleft pourquoi pour approcher da-
vantage de la nature de la Parabole, examinons s’il y a outre la Pa-
rabole d’aurres courbes, dans lesquelles deux ou plufieurs lignes
droites parall¢les i Paxe foient diametres. Et pour nous en deméler
plus aifement, cherchons, fi entre les courbes trouvees, outre la
Parabole il y en a quelqu'autre, dans laquelle Paxe Ad foir au
moins le diametre orthogonal.  Pour cct effer foit propofe le
Probleme fuivant. )

VII. ENTRE toutes les courber AMm, qui font partagées
par Paxe AD en deux parties femblables & (gales, determiner cel.
fes gui d wne diffance donnée de part & dautre de Paxe AD ons
dewx diametves obliguangles, comme F 1, gui coupent en dewx roures
les chorder Mm menéer d Pangle donié aver Paxe AD.

Pursaue Laxe AD divife la courbe en deux pardies
femblables & egales, il eft evident, fi la droite FG paralléle i Iaxe
AD eft le diametre, qualors dans I"autre partiec de la courbe i la
meme diftance de I'axe il doit y avoir un diametre paralléle i axe.
Mais pour que I"axe A D foit un femblable diametre orthogonal, il
eft necefliire que dans 'équation entre » & y; la variable y air de
part & d'autre un nombre pur de dimenfions, & jamais impair., On

doit donc exclurre de I'équation générale trouvee pour Ja folution du
K 2 Probléme
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Probléme précedent tous les cas dans lesquels les expofans de y fe
rencontrent impairs. Mais comme Xeft —ny—m & Y—yy—24y,y2
de part& dauere une dimenfion unique, & par conféquent impaire. On
pourra donc des deux variables X & Y former une nouvelle variable
Z, dans laquelie ne {e rencontrera aucune puiffance impaire de y,qui

fera Z =Y L =y - 2M2¥ . On fatisfera donc
n n
aufli au Probléme précedent par Pequation générale entre Y & Z,

favoir: o =a—++BY +rZ+70Y*4-eYZ4CZ2~4-nY?
4+ 0Y27Z 4 & Y dinotant — yy — 22y & Z = yy

2Ma¥ & elle comprendra pareillement en foi toutes les Cour-

bes qui y fatisfont.

VIII. Onr 1L paroit premierement que dans tous les termes
qui ne contiennent pas Y, il ne fe rencontre point de puilfances
impaires de 3, & que par conféquent ces termes, lavoira,y Z,¢Z2,
k 7.3 &c. doivent etre laifscs a ecart dans le cas dont il s%agit. Mais
le terme Y doit ctre exclus, ¢omme emportant y', laquelle puiffance
ne peut ere otcée par aucun des termes fuivans, & la méme raifon
donne l'exclufion aux termes YZ, TZ2, TZ% & De plus, fi
I'on admet le terme T2 a caule de la puiflance y3  quil contient,
on fera obligé dadmettre en méme tems Y3 par lequel
on puille oter y?,  Mais T3 contient encore y5 qu'on ne peur oter
fans T *, & ainfi de {uite, une puiffance quelconque de YT contenant
toujours la puiflance impaire dey, qui n’ctoit pas dans les précedens
tes, & qui par conséquent devroit étre décruite par les fuivantes,
d’ou naitroit une pragreflion a Pinfini. Il en faur dire autant des
termes 122, Y372 &e. dontaucun ne fauroit etre employé, fins
en admettre une infinité de fuivans,  On ne fatisfera done i la de-

mande
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mande que par cette équation o — g -y Z ~}- 72 - £ Z? &ec.
qui ne contienne point du tour T, Et par cette equation Z fera —

Amax . .
— C, qui appartient
n

tellement a la Parabole, quelle exclut entierement toutes les autres
Courbes.

+ IX. OuvutrEe ra Parabole Apollonienne, il n'y a donc point
d’autre Courbe compofée de deux parties femblables & égales, qui
ait au moins un diametre paralléle a Iaxe, en forte que cette pro-
prieté ne convient qu'a la feule Parabole. Mais en vertu de I'equa-

ma x :
X i =— o (car nous pouvons faire la conftante C
7
egale 3 Zero) il paroit que non feulement a la diftance donnée 2,

mais qu’a toute diftance abfolument de ’axe, on trouve le diame-

tre paralléle 2 Paxe. Car fi nous pofons 222 — ¢, en forte que
n

yy — cx = o, qui eft Pequation pour une Parabole quelconque, fi

a une diftance quelconque — @, on mene une parallcle i I'axe, clle
fera le diametre, & coupera en deux tourtes les cordes, qui coniti-
: n ¢
tuent avec I’axe un angle, dont la tangente foit — =I5
Excepté donc I'axe qui partage la Courbe en deux parties egales &
fcmblables, il ne fauroity avoir aucun diametre obliquangle paral-
1é'e a J'axe, que toute droite parallele a I'axe ne foit en méme tems
diametre. Mais cela doit etre reftraint aux feules Courbes Algebri-
ques, car les transcendantes ne font pas exclués par cette progres-
fion de termes Y, Y2, Y3 &e. 4 l'infini; en forte que ce nonob-
ftant, on peut produire pluficurs Courbes transcendentes, qui ont

pluficurs diametres paralleles entr’eux.
K XIL.Notse

i une conftante, ceft i dire, yy —

tion yy —
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X. Norre DESSEIN ne nous permet pas de proceder ici i Pexa-
men de ces Courbes transcendentes, car nous n'avons en vué dans
ce Memoire gue les Courbes Algébriques.  Cependant, afin qu'il
paroiffe plus clairement, quil exifte aftuellement de femblables

Courbes transcendantes, qui fatisfont i la queftion préfente, nous
fournirons une équation génerale, qui renferme en foi toutes ces

Courbes transcendanres. Polé Y —yy — 2 ay, quon cherche la
valeur de T par cette equation differentielle d’un degré infini, en po-
fant I'element /Y condtanc,

ﬁ:ﬂ"lj ; 4..1?:_;_:'_3.:]; : IS#“Y’JST‘_I_E:W"Y’J?T &,

dY = La23dY3 2.34.54Y% ' 12....7dY7

Alors T qui fera fonclion de Y fera une femblable fonétion de y,
dans laquelle ne f¢ rencontreront aucunes dimenfions impaires dey.
Creft pourquoi, fi 'on prend W fonétion quelconque tant de T que

=M ax

de Z —yy— =g Pequation W —— ¢ exprimera toutes les
Courbes qui ont la proprieté propofée; favoir, qu'outre 'axe A D
diametre orthogonal, elles auront de part & d’autre 3 une diftance
donnée=—=uade cette axe des diametres obliquangles paralleles i I'axe.

Xl Av eesTe il elt a propos de faire atrention ici a cette
loi genérale de la nature, que toute Courbe qui a deux diametres

paralicles entr’eux, aura une infinit¢ de femblables diamctres, exa-

. lement diftans Pun de Paucre. En effer, que la courbe m ABCan

ait deux diamerres A 2, BJ, paralléles entr’eux, dont Az coupe en
deux les cordes Mm paralleles 3 Ia tangente en A, & B coupe
pareillement M N, m# paralleles 4 la tangente en B. Des termes M & m
d’une corde quelconque M divifee en deux par le diametre A,

qu'on tire les cordes MN & m# panalléles a la tangente en B, on
aura
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sura MQ =NQ& mT — »T. Qu'on tire la corde N, et elle
fera un angle donne avec les diametres A2 ou B), i caufe de tous
les angles donnes du quarré MN #m; cnfuice en tirane PSR paral-
lele iM N, mu, cette nouvelle corde N# fera partagée en deux en
R, & le point R fera toujours pofe fur la ligne droite Ce paralléle
aAa & Bb, & fadiftance du diametre B 4 fera égale 3 la diftance du
diametre B 4 Pegard du diametre As.  Cette droite Ce coupera
donc en deux toutes les cordes Nz, & fera par conféquent le

diametre,

XI. Or rv'ancLe NRe fera tellement ‘determiné par les
angles donnés MQ4 & mPa, que cot. mPa 4 cor, NRe fera— 2
cot. MQ#; & par confequent cot. NRe —2cot. MQ#— cot.mPa:
Donc les cotangentes desangles mP a2, MQ#, N Re¢ confticuéne une
proportion Arithmetique,  Mais comme nous avons demontré par
les deux diametres A @, B/ le troifieme Ce, de méme par deux con-
tigués quelconqueson démontrera le fuivant; parol Pon comprend,
que fi une courbe a deux diametres paralléles entr’eux, elle aura une
infinit€ de diaméeres diftans entreux 4 intervalles egaux. Que fila
cotangente de PPangle mPa, fous lequel le premier diametre coupe
en deux les cordes, eft dite — p, & la corangente de Pangle M QJ4,
fous lequel le fecond diametre, coupe en deux les cordes B4 — ¢,

la cotangente de I'angle NRe¢, fous lequel le troifieme diamerre
coupe en deux les cordes fera —z24 — p, & la cotangente de 'angle,

{ous lequel le quatriéme diametre fuivant coupe en deux les cordes
——34—2p, lacorangente pour le cinquieme diametre —449—j3p,
& ainfi de fuite; en forte que les cotangenres de tous les angles, fous
lesquels les diametres qui fe {uivent par ordre coupent leurs cordes
en deux, conftituént une progreffion arithmetique. Ainfi les Cour-

bes transcendantes, dans lesquelles nous trouvons trois diametres, dont
celul



o g0 %
eelui du milieu eft orthogonal, auront en méme tems une infinité
de diametres.

XMI. De A Nous pourrons  préfent démontrer avec Ia plus
grande rigueur Geometrique, que la Parabole eft la feule courbe,
dans laquelle toutes les droites fans exception, qui font paralléles i
l'axe, foient en méme tems des diametres. Car pour ateribuer cette
proprieté i une courbe, il fuffit quelle ait deux diametres qui s’ap-
prochent infiniment; alors, en vertu des démonttrations preceden-
tes, il faut que toutes les droites qui leur (ont paralléles foient des
diametres. Or nous avons pofe -ci deflus §. X. la diftance de deux
diametres qui fe {uivent immediatement — @, c’eft pourquoi cette
diftance a doit etre pofee evanouiffante., Ce qui etant fait, il nai-

tra de Iequation (§.X.) ¢ = %g, & par conséquent T — 3

une conftante.  Si donc W — o exprime I'equation générale pour

toutes les courbes, dont toutes les droites paralleles a Paxe font des

diametres, W fera une fonétion quelconque de T ou d’une quan.-
2max

tité conftante, &de Z —yy — e On tireradonc de certe
; . R : 2nax

equation Z — a une conftante, & ainfiyy — — G, laquel-

: n

le équation ne renferme en fol aucune autre Courbe que Iz

Parabole.
' a . :
XIV. Arres avorr expedié ce qui concerne les diametres
paralléles entreux, i la confidération desquels la Nature de la Pars-
bole nous avoir mnvité, examinons les diametres qui concourrent en

un point, pour connoitre plus i fonds la narure de PEllipfe & de

IHyperboele, courbes dans lesquelles toutes les droites menées par
' leur
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Jeur centre font des diametres. Car en formant notre raifonnement
" de la méme maniere, nous comprendrons i cette proprieté ne fe
trouve dans aucunes autres Courbes, ‘& i quel egard elle eft com-
mune i ces Seltions coniques avec les autres Courbes. 1l n'y a2 a la
verité aucun doute, que cc ne foit 13 un atrribut propre des Sections
coniques, que toutes les droites fans exception, qui font meneées
par le centre, font en méme tems des diametres; mais peut-etre
cxifte-c-il drautres Courbes, qui fi elles n'ont pas une infinice de
diametres qui concourent au méme point, en ont pourtant deux ou
trois auxquels cela arrive.  Pour le découvrir, nous propofons le
Probléme fuivane & refoudre,

XV. TROUVER routes les Courbes A Mm rvapporties @
Pave AC avec cctre condicion, gwen menant du poine donné C la
droite CF, qui fafle avec Paxe langle downé ACKF, cette dioite
coupe en deux en L roures les cordes Mm paraliles d la tangente
en F.

D’asorp 1L cft manifefte, que fi toutes les cordes que la
droite CF coupe en deux, font parallcles entr’elles, la tangente ay
point F doit aufli leur etre paralicle. Comme donc Pangle L'l C
eft conftant, pofons le finus de Pangle ETC —; le cofinus — »
—V (1—mm); de plus que le finus de 'angie ACT foic — p,
le cofinus =gV (1—pp), le finus de Pangle CEm, fous lequel
le diametre CF coupe en deux les cordes M w fcra —wmg—np,
& le cofinus — ng — mp. Puisque le point T eft variable, pofons
CT—r¢, & en menant de T fous langle donné CTE la droite
TMm, elle coupera la Courbe en deux points M& m; & ainfi h
valeur de la droire TM, qui foic = 2, aura unc double valeur,
Pune pour TM, Pautre pour T'm. Celt pourquol z fera determiné

Menoives de I Academie. Tom, 1. I par
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par ¢ par une équation quarrée, qui foit 2z — 2Pz — Q, prenant
P & Q.pour fonctions de F#; & par consequent TM fera — P —
VPP-Q) & 'Tm=P—+V (PP-Q).

XVI. Ainst TM 4 Tm fera— 2P, & parce que E cft lepoint
du milieu de la corde Mm, TE deviendra — P. Mais 2 caule des
angles donnés dans le triangle CTE, on aura

CT: TE=fnA. CET: finA. TCE
- P—mg—4 np: p
&od nous trouvons P — 2.2 — & de ]i nous aurons entre
mag—=np;

2RE . s demeurant une fon-
mag—=np Q‘ Q—

¢tion quelconque de #.  Pour connoitre 4 préfent la Courbe, pofons

z & 7 cette equation: 3z —

(CP—=4#) PM—y, on aura —:— = %—11::;:, & par confe-

Juent z — *‘% EPT —it—2—az— %}i—,enfnnﬂque {oit

— 2 _: "Y. Dou réfulee pour la Courbe demandée cette

’ .Y . 2P (mx—=-ny)y _ . .

équation == — —— e Q, Qdénotant une fondtion

quelconque de ¢ — o Ty A Ceft pourquoi on aura
i

:ﬁmr_?—-l—{np—mg}m,r 2mprg i
mm (mg—np) y OUyy—= np—mg pour fonction quel-
cmlquede.r-—%’.'. Duﬁl,ﬂndirx_rgzxﬁr?y_l_

2 mp
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ZMPXY — Y, & que W foit fon&ion quelconque de X & Y, Ié-
np—ng
quation W — o exprimera la nature de toutes les Courbes, qui fatis-
font i ce qu'on demande.

XVIL. Cerre soLuTion eft encore extrémement eloignee
de notre but, car elle nc conticnt que les Courbes, qui renferment
un feul diametre obliquangle, enforte que Pinterfection C eft tout
i fait arbitraire, comme dependant de la pofition de l'axe AC qui
eft arbicraire.  Mais nous ne laifferons pas de nous approcher da-
vantage de I’éxécution de notre deflein par le moyen de cette folution,
fi entre ces Courbes innombrables, nous choififfons celles que 'axe
A C divife en deux parties femblables & egales, ou dans lesquelles
'axe AC eft en méme tems le diametre orchogonal. 1l eft donc
requis pour cet effer que dans Péquation ci deflus trouvée, les puis-
fances de y ayent par tout des expofans pairs, & qu’ainfi les puis-
fances impaires de y fe démﬁfent. Puis donc que l'equation

H] &Y = vy —+
z:’f;:; revient 4 cect o —a 3 X - TY =X 4-eXY
Y ? 49 X3 4 &c. les coefficientes doivent etre determi-

nées de maniere que les puiffances impaires de y evanouiilenc.

générale trouvee, en pnfunt X—a ==

XVII. Ecd'abord il paroit que (3 doit etre — o, parce que le
H " [ Fl
terme - ne pourroit etre oté par aucun des fuivans, comme d’un
"
autre coté 'on voit que y & J peuvent etre determinés en forte que

des termes @ —— ¥ Y —— 4 X2 fortent les dimenfions impaires de
L 2 52 qu'en
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y:quon pofe y —np—mg&d = - mﬂmp , On aura(#p—mgq)

y _ mmp "'””F't . Sidonconpofe Z —ngyy

X2 =—mgyy—

- mprr—mp X* — E {”P_m"?] Y, alors Z fera une fonétion,

r
dans laquelle y a feulement des dimenfions paires. Cleft pourquoi
fi W eft mis pour fonétion quelconque de Z — ngyy - mp**
& X —=m x - ny, alors 'equation W — o fatisfera egalement
‘comme la précedente, & outre cela elle fera plus propre i rejetter les
dimenfions impaires de y.

XIX. Ex rosant donc X=ma~-ny &Z —mpxr—-
ngyy, Pequation pour les Courbes, dans lcsquclles la droite CF
eft diametre, fera o —a 4B X 4y Z 430 X2 =X Z -
72 4 X? —-&ec. Si donc tous les termes dans lesquels X fe
trouvent evanouiflent, la variable 9 awra partout des dimenfions
paires, & la Courbe qui en réfulte fera en méme tems divisée par
'ixe AC en deux parties femblables & egales.  Alors Z fern —= C
ou ga=— mpxx —ngyy, laquelle equation conticnt les Sections
Coniques decrites autour du centre C & fur l'axe principal AC,

En pofant donc &4 a la place de A7 | onaura ”——-M,_’i"f,r;
W i
Soit & préient equation pour les Sections coniques yy— b — kxx
generale, & il paroit queelle a en effer autant d'etendué que celle-
ci. En menant done du centre de la Seétion conique une droite

quelconque CF faifant un angle avee Paxe FC A, dont |a tangente

foic — —‘E—; cette droite coupera en deux toutes les cordes M »,

/i
qui
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qui erant prolongées font avec ixe AC langle MTC, dont

la wangente eft — —’:L: K f.. Ainfila rangente de

Pangle CEm , fous lequel les cordes M font coupées en deux par

le diametre CF fera :‘%-E—T;if. Dot onvoit que la tangente
o

P petant pas déterminée par {oi-méme, mais pouvant etre prife

Vi

arbitrairement, toute droite CF tirde du centre eft un diametre: &
fi £ — r, toute cctte droite fera un diametre orthogonal, & la cour-
be un cercle, comme la chole cft évidenee par cile méne.

XX. Nous pourroxs encore découvrir dautres Courbes,
dans lesquelles A C foit le diametre orthogonal, fi nous derermi-
nons les coethcientes des termes, dans lesquels X fe trouve, de ma-
niere que y n'ait nulle parc des dimenfions impaires.  Or il paroit
d'abord que X ni X ? ne fauroient ¢’y trouver, parce que y & xy
ne fauroient etre otés par aucun des termes fuivans; car afin que y
nwentrit pas dans X, il faudroit que # fut — o, & afin que le terme
xy ne fur pas dans XX, m# devroit etre —=¢. Mais les termes
X* & XZ fournifient des termes homogenes, d’oil les termes y* &
xxy pourront etre rejettés, fi np et ——3mg.  Et afinque des ter-
mes X%, X*Z, & XZ*, qui font homogenes, on puifle rejecter les

: A : : b : n
dimenfions impaires, il faut ou que 2P foit = Y0l et = g
" q " q

+ 2V Declaméme maniere il doit toujours y avoir une cer-

. i . .

taine relation entre les tangentes = & cidl , afin de pouvoir fatis-
q

faire 4 ce quon demande; & fi cette relation ne e trouve pas, i

L3 eft
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eft imposfible de produire d’autres Courbes quiy fatisfaflent outre les
Sections coniques.

XXI. Pour déveloper donc les cas particuliers, dans lesquels

,.:L a une certaine relation avec P—, pofons afin dabréger 2
H ]
— g & "T’:g_ — k, afin que X foit —g x4y & Z = Kxr——yy.

Quron prenne & préfent les termes homogenes, dans lequels » &y
onc trois dimenfions, qui font ¢ X3 48 X Z; fubftitution faite, ils
donneront ces termes,

—ag’ o 3T L, 30g, e,

—+Bgk” —+PF# —+Bg —+B
dans lesquels les termes, qui contiennent les dimenfions impaires
de y, doivent evanouir. o.— 3 fera par conséquent —o & 3@ g*

mp ___ Jmm

-Prk—0¢; douf—=—a, &bk=3gq0u — — —,&deli

" g 7

p_— 3™ | Oralors ¢ X3 —4-BXZfe change en 2 (g yy—g7 43)

—

g i

m m3x3 )
ou —_— Yy ’
e = ¥} PE

XXII. S1poxc latangente de Pangle A CF qui eft 2 o
7

trois fois plus grande que la tangente de I'angle CTE, qui eft

M 4lors on pourra produire des Courbes innombrables A M,

FERREE

n
dans lesquelles AC eft le diametre orthogonal, & CF le diametre

obliquangle. Dec plus quion pofe la tangente de l'angle ACE —§
on
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on aura 2- —f & -E— — 1§, & la rangente de langle CEM

fera — 3—{%? Alors en prenant Z —yy —- % flrx, &V
— $8xryy—4 0723 que W denote une fonélion quelconque
de Z & V, & I'equation W — o exprimera toujours la Courbe, qui
poflede la proprieté fusdite.  Or il eft manifefte, A C etant le dia-
metre orthogonal, que la droite menee par C i Pautre partie de AC,
qui fera par embas avec AC un angle, dont la tangente foit — @,
fera un diametre obliquangle, de méme que CF menée par en haut.
Donc les Courbes auxquelles cette proprieté convient,{eront com-
prifes dans I’equation génerale: ¢ —a—-LBZ,yV + 722 42V
V2 7 4 &e.

XXIII. Aixsi exTrE une infinité de Courbes de cette na-
ture nous avons les lignes du troifieme ordre, qui font comprifes
dans cette equation: 2% —byy—-1068ra——Llxyy— 5 0323,
a? =3000xx—— 5 67 23

b+ %0x '

dans les Hyperboles redundantes de Newton, qui ont un feul

diametre orthogonal.  L’equation générale pour celles-ci eft

__Avi4-Bv*4-Cv—+D
Yi— o

de P'abfciffe dans le point de l'axe, ot I'afymtote aux appliquées y

lui devient parallele. Entre ces Courbes donc celles qui fatisferont

Ces Courbes font conteniies

ﬂu}r_'y:

» en prenant le commencement

3 ce quon demande font celles ot C fera %Bﬁ Car alors, en pre-
nant v — %ﬂ , on aura dans I'axe le point C, duquel fi 'on mene

a I'axe
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i Paxe la droite CF, faifant avec I'axe Pangle CFA, dont la tan-
gente foit =3V A, cette droite fera le diametre obliquangle, cou-

pant en deux les cordes Mz, qui font avec I'axe CA un angle, dont
lanngentc — V' A, & la tangenite de Pangle, {ous lequel ces cordes
4V A
13 A

NXIV. Soit poxe MM une femblable Hyperbole re-
dundante, ayant I'axe AP, qui eft en méme tems le diametre or-
thogonal, en forte qu'en prenant Pableifle AP —= v, & en pofint
Av? 4—Bv? - Cov 4 1)

v

rencontrent le diamertre fera —

Pappliquee PM —y, vy loic ==

:Av—+B) - B_, C etant — s » la_droite LAL nor-

= 4 A v 4 A

male 3 Paxe fera une alymrote de la Courbe, & les deux autres
afvmtotes HD G fe croiferont dans le poine D de I'axe,de maniere

que AD foit = ﬂ i latangente de Iangle HDa fera = v A, &

24
toure la Courbe fera compofce de trois parties en forme d'Hy-
perbole MEMN, w bm, & m Can. A prelent quon prenne

2 e _I}— , & quon mene au deflus & au dellous les droites CF,

= 6 A
CT, en forte que ha tangente de langle CFA foir =2V A
ces deux droites du diametre couperent en deux rowees les cordes
Mz, qui ctant prolonzces font avee axe Iongic MTA, donr 1a
gangente == v A lesquelies dreites Mm coupees en deux ferone
donc parallcles 3 Pun des diametres, Au refte cette Courbe peur
recevoir plufieurs figures differentes, fuivant quon determine la yvg.
leur de BB, pourvu que A foit un nombre affirmatif. 1l wy § I
veritd
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verité dans la figure qu'une feule interfetion de la Courbe avec
I'axe en B; mais il peut arriver que la Courbe coupe I'axe en
trois points, & cela arrive en effet, fi en pofant AB —a, on prend
__—a B ~ Ba 3aa

Y= 24 =44 (_ 2A 4)h

XXV. Les memes valeurs (§ XXI) Z—yy 4+ 1 80 xx &
V—=12%8xyy — §50% 3, peuvent faire trouver des Courbes in-
nombrables d’ordres fupérieurs, qui outre le diametre orthogonal,
ayent deux ou plufieurs diametres obliquangles.  Mais comme la
formule V fe trouve par o X34 BX7Z (§. XXL) en faifant evanouir

les puiflances impaires de y; pareillement on peut faire la méme
chofe dans des dimenfions fuperieures. En effer en prenant V. —

e X4+ BX?Z, & en pofant pour abreger %:g& ?;—;E“_—.{-,

on aura

~t-agt , —+4ag® . —+OBag> —qeg o
Bk haBek Y Bhxty HafetY S €Y'

—+PBeg
Donc 2682 -Gk fera—o, &2a 86 —0o: doub——2a&%
mp _MB o M P ,
:gg,ﬂu;? — onc — = f,ﬁcﬁlunpufe
comme auparavant % — 8, cela fera JE—:H: g—H0;at =00

&ainfiViera— — af* ¥+ 4 220322 y? —ayt, ou VY = - @
(62 xx—yy)?. Ceft pourquoi fi W eft pris pour une fonction
quelt:ﬂnqu't de Z:B=#¥+TT &EV= ':'Ha"”" — 3y )3, &quon
pofe W —=y¢, la Courbe, outre le diametre orthogonal C A, aura
les diametres obliquangles menés-par G, qui font avec C A un angle,

Memoires de P Academie. Tom, 1, M dont
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dont la tangente = §; & ces diametres couperont en deux les cor-
des Mm inclinées a Paxe C A fous I'angle, dont la tangente — .
Entre ces Courbes la plus fimple eft celle qui eft exprimee par cette
equation * —3* x»*y4, Au refte toutes ces Courbes, outre le
diametre orthogonal CA ont aufli un diametre orthogonal qui y in-
fifte normalement en C; ce qui fe comprend par ce que dans ces
equations non feulement y, mais encore =, ont partout des dimen-
fions paires.

XXVI. En st fervant de la méme maniere on peut aller plus
loin, & par I'éliminacion des puillances impaires de ¥ qu’on rejette
des membres homogenes des puiflances fuperieures, on trouve d°au-

: , : i
tres fon&tions pour V, qui requerront d’autres raifons entre — &
n

2_ . Nous ne nous y arréterons pourtant pas davantage, maisnous

7 :
rapporterons une propriete d'une trés grande etendug & 'egard des

diametres, qui peut etre accommodce 3 toutes les Courbes quon
trouvera par cette voye, Voici de quoi il eft queftion. Si la Courbe
ABC adeux diametres AO, BO, qui s'entrecoupent au point O,
cetie méme Courbe aura pluficurs diametres, qui concourront au
point O, & quelquefois a I'infini, a moins que les diametres fuivans
ne coincident avec les précedens.  Pour expliquer ceci, que la
Courbe ait deux diametres AO, & BO, dont A O coupe en deux

les cordes Mo fous I'angle mP O, &BO coupe de méme les cordes
MN fous 'angle MQO. Des termes M & m d’une corde quelcon-

que Mm coupée en deux par le diametre AO, quon mene des or-
donnees a lautre diametre BO, qui folent MN & m#, coupées en
deux par le diametre BO en Q& ¢.  En menant donc la corde N,
tous les angles feront donnés dans le quarré MN #m, & fi de P on

mene
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mene PR paralléle 8 MN, mn, cetre ligne coupera la corde N# en
R. Or entirant ORC, les angles BOC & NRC feront auffi don-
nes, d’ou il senfuit que la droite O C fera encore un dizmetre , qui
coupera en deux les cordes N»# menées 2 I'angle donné INR O,

XXVIL. Pour coMPRENDRE plus diftinétement ce qui vient
d’etre dit, que la tangente de Pangle mP O foit — e; latangence
de I'angle AOB=B, & latangence de Pangle MQO — 4. len

réfultera la cotangente de Pangle BOC — «ﬁ— —+ 3, & par

EB

E4:2B

& fi Pon dic la tangente de Pangle NR QO — ¥, ¥ fera —
262 (14 BB) N

203 + 42 B — 22 3B* — B* —4BB - 4BB - EB BB

De lia, fi les rangentes fuivantes des angles dans le méme
ordre font posées D & J, Dfera — v C . & ¢ —

i
By (t+CC)_ -
2fy+26C—28yC?—y*—4yC—4CC—yyCC
de fuite on trouvera des diametres a Pinfini, & moins qu'ils ne coin-
cident exactement avec le premier.

XXVIIL A cEs prosrLeMES furles diametres ou paraliéles
entreux, ou concourans a un point donné, yen joindrai un autre
qui y a de DI'affinice, & donc lhabile Mr. Clairaur fait mEI:ltiﬂn
dans une des Leteres quil m’a fait Phonneur de mecrire.  L’origine
de ce Probleme vient de la proprieté qu'a IEllipfe, par Inq?e]iﬂ les
Parallelogrammes infcrits dans l‘EIIip{i: aucour des deux diametres
conjugués, comprennent pannut;: meme aire,  Or commne mut;s

2 5

conséquent Ja tangente de l'angle BOC, qui foit =C—=

Er ainfi
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les droites tirées dans les autres Courbes d’un point fixe, comme
d’un centre, ne font pas des diametres, nous ne ferons pas atten-
tion dans cette recherche a la condition, qui concerne les dia-
metres, & nous propoferons feulement le Probléme de la maniere
fuivante.

TROUFER une Courbe A Mam B gui ait dewx diametres
orthogonaux ACRE & a C perpendiculaives entr’enx ; que le centre
de cette Courbe foie par conséquent en C, & gue comme I Ellipfe elle
ait cetee proprieeé, gu'en menant du centve C un rayon guelcongue CM,
& en méme tems un autre vayon CM pavallile é la tangenre M T au
point M, Paire du triangle forx MCm conflante par tous ; erant égale
d laire du wriangle ACa.

XXIX. Pour RESOUDRE ce Probléme, pofons, aprés avoir
faic comber une perpendiculaire MP du point M fur Paxe AC,
I'abfciffe CP — » & lappliquée PM — y; I'equation pour la Courbe,
qui foic W — o, devra dabord etre telle, que » & y ayent de part
& drautre des dimenfions paires, en forte que foir que 'on pofe
x, foit , ou 'une & lautre, Pequation négative demeure toujours
l2a méme. W fera donc une fonétion quelconque de x+ & yy; car
certe condition eft requife par la proprieté prefcrite, en vercu de
laquelle, tant la droite A C que 2 C doivent etre des diametres or-
thogonaux de la Courbe. A prefent que du point M on tire
pareillement fur P'axe A B la perpendiculaire mp, & que Pon dife
Cp—1¢t & pm — u, il faur i caule de la continuité de la Courbe
que la méme equation fe trouve entre #& u, quielt entre + & y; ou
que fi dans ’equation W =, i la place de »x on pofe ¢, la valeur
de yy fe change uw.

XXX. Qu’on prENNE une nouvelle variable z, par laquelle
on détermine les valeurs xx & yy, en forte qu'en rejettant z, il en

naifle Pequation pour la Courbe W —y¢. Que I'on congoive de
plus
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plus une telle quantité z, qu'en la faifant negative, a» fe change
enss, & yyen wu, car alors il eft manifefte quen rejettant z, l'e-
quation entre ## & wu doit fe trouver, de méme qu’entre xx & ¥,
comme la loi de la continuité le requiert. Soient donc P&R fon-
&ions paires de 2, qui demeurent les mémes, en pofant — 2 i la
Place de + z; & que Q & S foient fonctions des dimenfions im-
paires de z, qui fe changent en leurs negatives, fi 'on pofe —za
la place de + 2. Si donc lon pofe x»—P+Q, &yy—=R+S:
en faifancz negatif, on aura H—=P—Q & wu—R —S. Par ces dé-
nominations on parvient donc i découvrir, premiérement que les
parties de la Courbe AMa & & m B conftituént la méme Courbe
continué, & enfuite que tant AC que 2 C font des diametres or-

thogonaux.

XXXI. De prLus puisque la droite Cm doit etre paralléle i la

gangente MT, a caufe de la foutangente PT — — 1-:%?, cela fera

y
PT: PM —=Cp: pm, oudx: dy — ¢: u, &0\t nait udx 4 2dy
— . Enfin comme laire du triangle MCm doit etre conftante,
quon cherche cette aire, qui eft — § CM. Cm. fin A.MCm. Mais

— __ PM.C CP.
fin A, MCm —=1fin A (MCP + mCp) EM:#E: pmi

d'on Paire du triangle MCm fera — 5 _:H"f; par consé-

quent la valeur de £ _:'ﬂ'r doit etre conftante » & ainfi fa differen-

tielle fera égale a Zero, en forte que ydr 4 #dy $udr + xdu—o. Or
udx + ¢dy etant —— o, celaferayde + ¥du — oy par laquelle
M équation
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équation, on comprend que la tangente m ¢ fera parallele au rayon
CM, & qu‘amf les rayons CM & Com doivent etre reciproque-
ment parali¢les i leurs tangentes MM & m s,

XXXIL. Posons 2y + ux— 2¢¢, & comme x eft —
VIP+Qy = V(R+S8); r=V (P-Q) &u=V (R_-_S)’I
fubftitutions faites on aura V' (P—+4-Q) (R—S) -4~V (P-Q) (R—-S)

—2c¢c. Que V denote une fonétion quelconque impaire de Z, &
quon pofe V' (P-4 Q) (R—8) —eec 7V en faifant Z negarif,
1V (P—+0Q) (R=S) fechangeraen V' (P-Q) (R—-S)enforte que
1 (P—Q) (R—+4-S) foit —= ¢¢— V, comme le requiert la na-
(ge=V)*

R 22000

& R— s_'ff;ig_} . Ainfixfera =V (P—40Q); r = ¥

ce—V e 4=V I
(P— Q’]*V{P—Q}&ﬂ = VP0)" De li naic dx

ture de Ia condition. On peut donc en inferer R S —

__ 4P+-dQ & dy . =dV___ (¢ce=V) (dP-4dQ)
T :V{P-—I—Q = V(P- Q) 2(P-Q) V{iP-Q)°
& en mnséquence undx = tdy = {“f_.—‘_’ V) {‘fp_l_“rQ}

2 (P4-Q)

—(ce—V) (4P— dQL Comme donc udx + 2dy

2 (P+0Q_
doit etre — 0 o fery — (PP—-0Q Q) dV-V(PdP~-Q7Q)
—cc (PdQ—=QdP). |
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XXXIH. Quon p1vise cette équation par (PP — QQH‘}
_dav_ V(PdP-Q4Q) __ e PHQ‘_ Q4P)
V(PP- QQ} (f:;-—Q:}i. E’ 1-in}€ )
S . d dP)
qui aprés P'intégration donne VPP=QQ) _f PP—Q%_
Pofons Q = Pz, puisque P eft une foncéhon paire, Pz deviendra
une fon¢tion impaire, telle que doit etre Q, & parconséquent i caufe
Vv ccdz :
de /Q —Pdz + zdP, onaura —— Vi) = T qui
doit etre une formule intégrable, fi nous voulons découvrir les Cour-
ccdz Z
Pli—22)i — V(=9
devienne —PZ, d’ou il paroit que Z doit etre une fon&ion impaire
de Z, afin que V devienne une fonc¢tion impaire, comme nous
cedz

I'avons fupposé, Or de li nalt = — (1—z22)dZ + Zz4dz &P

cela fera

bes Algébriques. Soit donc j' , afinque V

ccdz

= (~22)dZ T Zzdz

XXXIV. Ex prenaANT donc Z pour une fonction quelcon-

que impaire deZ, foit P — ,: r:: —5 =7, qui eft unefonction
= s
: —_—.__cc2dz ce'lidz
pairt, donc QR = T e e

On arrivera donc par ces voyes i la folution complette
du Probléme; & x & y feront dererminés de la manie-

re fuivante par z & fa fonltion impaire Z prife arbitrai
ce(i+4-2)dz i
(1—22)d L—="Lrdz’ ¥y

rement; en forte que xa foit —

—
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__ e (1=2) (14-2) (dZ = Zd2)? i
oz “I_(Hj T T 0 . Orde2&Z faits nega-
tifs réfultent pour ## & wx les mémes valeurs qui leur conviennent
cc(1-2)dz &
(1—22)dz—+-Zzd3

cc (14=2) ((1—2)dZ +-Zdz)*? - .
= ((—2z) dZZ2d%) 4= . On déduira d&lc de la
un nombre innombrable de Courbes doiiées des proprietés propo-
sees, (ui premierement ayent aucour des axes principaux a C &
A C des parties femblables & égales, & qui enfuite en menant

ar le centre C les deux rayons CM & Cm, aux tangentes de la
Courbe en M & m reciproquement paralléles, donnent pour aire du

tiangle MCm — ce.

¥ u

en vertu de ce qui precede, 2¢# —

XXXV. Ox trouvErA donc I'equation pour la Courbe
entre ¥ & y, fi Pon rejette la varisble Z de ces deux
. _ ce (1 - 2) dz .
equations; x x T T 22) d%  Z2dz & yy =

ce(1—2) (i4-2)dZ-4Ldz)* . : 1
{{1_13] dz-—l—zzdz]dz ' & en divifant I'une par I'autre
Yy (1 —2) (0 4-2)dZ — Zdz)?

nous aurons —== = (T-2) d2°

i {(I_F;},;'ZT-ZJ?:}V[I—HJJ & le produic donnera
= = (1+4-2) dz

cc(14-2) Z=Z d2) ¥ (1=33)
i {-1'--3-1] 7 Zzdz | Mais {i nous

&

ne
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ne defirons pas I’équation entre » & y, les mémes fo-rmules trouvées
donnent une conftrué¢tion commode, car en prenant une valeur
quelconque pour Z, par ou z fera en méme tems determiné, on
trouvera les valeurs pour x x & yy, & elles determincront un point
de la Courbe.  On pourra aufli batir 13 deflus une Conftruétion
Geométrique, fi 'on pofe une Courbe, dont les coordonnées foient
z & Z, & qui ait cette proprieté, quen faifant 2 negarif, l'autre Z
le devienne aufli; car la raifon entre 4Z & 4z fera definie par la can-
gente de cette Courbe,

XXXVI. Pursque Z doit etre une telle fonétion de =
qu'elle fe change en — Z, en mettant —2 2 la place de z, pofons

pour le cas le plus fimble Z —a 2; & cela fera #x — ﬂl__tﬂ

o

&}? | — hee {l—uz}g d'ot Iz — ﬁi'_r&l__z:1__ﬂrf_i.
£ ce

Donc yy — 2 6¢c — GixX, qui eft I’cquation pour Pellipfe, Ja-

quelle Courbe fatisfait manifeftement & ce qui etoit demandé.

XXXII. Posowns a prefent Z:u#, 7 etant un nombre

impair, afin que Z devienne fonction impaire de 2, ﬂ_;E fera —
=

anz""" & (1=22) dZ~4-Zzdz = (@nz" —a (s—1)s" )

,_-,Jz:u;nuldz (n—(n—1)22) &(14==)dZ—-Zdz— u;ﬂﬁrﬂr >
ce (1—4-2)

{,,._.]_{n_;)z), desquels on trouve yx — =
az” (n—(n — ;) 22

)
Menspires de P Academie. Tom. I, N &yy



B 98 %

F

ace(1—z)2" (n—(n—1)z)? ]

DR,
H-(i'f—r'} TZ = .Donce XYY — {} -;z‘j

&ryy =
(n—-(nr—1)z)®

(n—(n—1) 22)?

; d'ol en rejectant 2 refulte une equation Algebri-

que de plufieurs dimenfions. Que fi 'on pofe Z :I—E_E_? , ¥x fera
__ee(14=) (1 —z2) R o T ace(t—z—4-222)%
= e(1—-222) Yy = 1——-222

On peut de la méme maniere fubffituer un nombre innombrable
de fonctions de 2 4 la'place de Z, qui fourniront toujours de- équa-
tions pour les Courbes, qui fatisfont [ ce qui et demandé; & je
n'en ai point crouvé entrelles, qui conduific 4 une €juation plus
fimple entre & & 3, quoiqu’elles foient toutes faciles & conftruire.

MEMOIRES



Aub. VI : ad p: 98.

A P = FA A -
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