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ALTERUTER DATUS EST &w. 49

Demonftratio. Nam demiffis p-erpeudiculéri~
bus HI, HT ad reétas PQ et 3Q, erunt HE::;PX, et
HT=SY, jungantur BH, TH et invenietur BE—E::ER
- RE=BRI-RX-PI=RW - PWH-PI=PR-+Fl .
::Rlz, ergo BH=RI, fimili argumento erit TH
—RT, atqui BH=TH, ergo RI=RT, adeoque per
prec. calum erit RI femi axis major, et BR feml

axis minor. . Q. E. D.

: DE .
INNUMERABILIBUS CURUIS

TAUTOCHRKOUNIS IN VACUO.
Auct. Leonb. Eulero.
§. 1. !

uoties ego infignem tautochronismi pro- Mentl Sepe,
~ prietatem, quam Hugenius primus in cy-  7*%
cloide incfle deprehendit, contemplatus Tab.v.&
fum, femper dubitabam, an praeter cy-  *F
cloidem aliae curuae eandem forte habeant propri-
ctatem. Hocque mihi eo probabilins videbatur,
quod ipfum Hugeniwm non ex tautochronismi con-
templatione ad cycloidem perueniffe intelligebam:
fed potius cycloidis proprietates fcrutantem hanc
ipfum inter alias detexiffe. Newtonus quidém atgue
Hermannus , qui deinceps eandem rem tracarunt,

Tom. IV. G ang-
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so DE INNUMERABILIBUS CURVIS

analytice cycloidem elicuerunt, fé%vﬁ {unt prmcr—
pio non fatis late patente hoc; accelerationes viis
percurrendis efle oportere propoltlomles. Aliis
enim modis accelerationes poffunt determinari, ut
tautochronismus nihilominus confervetur. Quam-
obrem mihi jure fuspicari vifus fam, praeter cycloi~

dem in alias fortafle curvas eandem tautochronismi.

proprietatem competere.

§, 2. Ad hanc dubitationem toliendam ge-
nuina opus effe methodo cenfebam, qua fine vllo
principio aliuide affumto ex fola tautochronismi

confideratione curuae hac proprietate plaedltae/

erui poflent. Diu igitur omne ftudium operamque
in hanc inueftigationem contuli, donec tandem vo-
ti compos fa&us, quicquid defiderabam, fum confe-
cutus. Animaduerti autem , cum de curna taunto-
chrona inuenienda quaeftio proponitur, duas omni-
no quaeftiones bene 4 {e inuicem diftinguendas in ea
effe inuolutas.  Quarum altera hujusmodi curuam
requirit, inqua graue de(cendens acqualibus tempo-
ribus ad pun&um infimum perueniat, ubicunque fu-
matur initium defcenfus. Altera vero in ejusmodi
curuis inquirendis eft occupata, fuper quibus inte-
grae ofcillationes ex defcenfu et afcen{n conftantes
omnes fint ifochronae. 1lli quidem quaefiioni {o-
lam cycloidem fatisfacere deprehendi: hnic vero
praeter cycloidem innumerabiles aline conuenire
mihi inuentae funt.

§. 3. Pofteriorem hanc quaeffionem primum

hioc modo propofui, vt data curua quacungue AMC
' in-

]
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TAUTOCHRONIS IN VACUO.  s:

inueniatur curua ei in A jungenda AND ejusmodi, vt
graneluper compofita ex iiscoryae CMAND ofcillans
omnes ofcillationes abfoluat aequalibus temporibus.
Poftquam autem hujus folutionem fim adeptus, €o0s
inueftigaui cafus, quibus hae duae curuae ynam con-
fritaant lineam continuam, atque eadem continean-

cur aequatione. Hujusmodi mihi curuae admodum -

notatu dignae vifze funt, eo quod enndem quem cy-
clois, praeftent effe¢tum et aeque ac illa ad horolo-
gia accommodari poflint. Practerea non fine ad-
miratione cognoui in his curuis tantochronis curuas
etiam algebraicas contineri, ad quas Analyftae in
problematis foluendis tanto femper ftudio péeraenire
pitnntur. Haec igitur omnia eo, quo ipfe fum affe-
cutus modo , hic proponere conflitui tam propter
ipfius methodi nouitatem,. quam €OIuUm, quae ex

ea prodierunt, dignitatem.
§. 4. Sit igitur curua data AMC, quaefita

vero AND, quae communem habeant axem vertica-
lem AB. Incipiat grane defcenfum ex punéto quo-
cunque C, afcendet id rurfis in altera curua ad ean-
dem altitudinem D, ita vt re@a CD fit horizonta-
lis; animum enim ab omni refiftentia abftrahimus.
Hac ergo oftillatione percurrit corpus arcum CAD,
fecundum legem Galileanam et in quouis foco M ha-
bebit celeritatem, quam lapfu ex altitaudine BP ac-
quirit, duéta nempe per M horizontali MPN. Tau-
tochronismi autem conditio requirit, vt tempus hu-
jus ofcillationis fit conftans , retineatque eandem
guantitatem , ubicunque accipiatur pundtum .

Ga Quam-

Fig. T,




sz DE INNUMERABILIBUS CURVIS

Quamobrem formula hoc tempus exprimens.ita effe
debebit comparata, vt in es neque linea AR infit ne-
que quasquam alia quantitas a loco pund&iC pendens,

§. 5. Maxima celeritas corporis, dum hanc
ofcillationem sbfoluit, eftin pundo infimo A, at-
que refpouadet altitudini AD, quippe ex quaell ge-
nita. Haecque celeritas ipfa deber exponi radice
quadrata ex hac altitudine AD, et fimili modo in
loco quocunque M celeritas eft vt radix quadrata ex
alritndine BP. Quamoblcm fumntis elementis M et
Nn 2equealtis, erit corporis celeritas dum verumque
delcribit endem atque vt VBP; Et tempufculorum,

quibus haec elementa pexcuuuntur',_ fumma eft

et Hujus ergo integrale dabit tempus, quo

grcus MAN abfoluitur, et pofito in eo AP“AB;
prodibit tempus integrae ofcillationis. e
§. 6. Ponantur nunc AB=h, AP==x; arcus
AM—s et AN=f. EritPp—dr, Mm di y Nu—dt
et BP—h—x.  Celeritas ergo , quam habet corpus
ciementa Mm et Nn pf:rcu1'1'(51157 erit . —=V(b—x).
Et propterea tempus, quo haec elementa abfoluun-
tur, eft ,,,f“gf, feu pofito ds——df—dv, erit id & 1,(,3
Cujus integrale dabit tempus, quo arcus MAN &b'
foluitur, fiqnidem tanta conftans adjicitur, ut fa&o
£==0 xpfum tempus evaneflcat. In illo integrali de-
inde , fi ponatur x——h, habebitur rempus totius
ofcitlationis. Quamobrem in co neque literz » ne-
que alia ab ex pendens inefle debet. Inveniri ergo
debet litera o in & vt integrale hanc obtineat pro-.
prietatem. :
' §, 7.




TAUTOCHRONIS IN VACUO. 58
§. 9. Fiat dv——pdx . gy per e diaido, vt ho-
mogenejtas conferuari poflic., cum cognita fuerit
fan&io p.  Eft itaque differentiale lummae tempo-
yum —pdx : eV(b—x) five L. pdv : V(b-x). Jam, ut
ex praééedcntibus elucet, oporret pdy @ V(b—x) ita
efle conltitutum, ut, {i integretur talisque confians
addatur, quae faciat integrale —o, f x==o facto-
gue x—h, tum b penitus ex exprefiione excedat.
Hisque conditionibus ut fatis fiat , oportet deter-
minare p.  Confiftar integrale hujus pdy : ¥(h—x)
debita conftante audum quotcungue terminis fim-
plicibus; nam et irrationalia in féries hujusmodi ter-
‘minorum refoluere licet. Neceffe eft igitur, vt
vnusquisque horum terminorum quantitate x {ew
dignitare ejus exponentis affirmativi {it affectus; ea
propter ut tota expreflio enanefcat, fi fat ¥—o.
§. 8. Singuli ergo termini talem habebunt
formam ga™, ubig etiam in & dari ponitur. Cum
Cum vero in hifce omuibus fado x—F, & debeat
“euanelcere feu ex computo egredi: fiat ¥=—h, ter-
mini hanc habebunt formam gh™, ex qua vt b eli-
minetur , oportet fit g—nh~™ vbi n ipfa & non fit
affe®tum, f{ed denotet numernm quem vis in quan-
titatem datam du&um; haunc vero quantitatem in e
compledti licet, vt ergo # folum numeram fignifica~
re poflit. .Huc ergo ratione finguli termini erunt
nh—™:™  Ubi cum dimenfiones ipfias 5 defiruant
dimenfiones ipfius v, peripicnum eft integrale nul-
lam dimenfionem habere debere. Deinde id quo-
que manifeftum eft in integrali praeter 5 et ¥, et
G 3 N~
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numeros alias quantitates contineri non oportere;
vide fequitur idem et in differentiali locum habe-
re. Quapropter p cum ab b affici nequeat, in me-
ris & dari debebit, eritque p potentia ipfius ¥ quae
fic x™ '

§. 9. Ex hac conditione differentiale pda:
V{b—x) transmutatum eft in &y : V(b—x). Acce-
dat altera atque prior conditio, qua integrale nul-
lam habere debet dimenfionem, ut inde z determi-
netur. Requiritur autem ad id, vt integeale nul-

~ligs fit dimenfionis, vt et in differentiali dimenfio-

nes {efe deftruant elemento dx vnam dimenfionem
implere pofito; manifeftum enim eft, femper dif-
ferentiale tot habere dimenfiones, guot integrale,
Numerus vero dimenfionum in noftro differentiali
vy V(b—x) eft n-t-1—L feu n—+}, quil ergo de-
bet aequari nihilo ; vnde habetur n——1. Ex quo

i
emergit p—x 2 {eu 1 :Vx , hinc porro erit do—
dx : ¢Vx. Quia e eum in finem tantummodo erat as-
fumrum vt homogeneitas conferuetur, fiat e=—1:V7;
eritque dv—=dx¥(a : x).

§. 10. Erat vero dv—ds--dt, quare ds—-dt
—dxV(z: &), cujus integrale eft s—#==2Vax. Erit
jgitur {fumma arcuum AM-+AN femper inratione
fubduplicata fagittae AP. Conftruatur ergo alia
curva ALE, talis vt produc&is MN, mnin L et /it
arcus AL—AM-+AN. Eritque Li=Mm--Na—ds
A-di—=dv. Vnde AL—w—2Vax , adeoque vo—4a%.
Ex qué petfpicuum eft curuam ALE effe cycloidem,

‘ . cu-




TAUTOCHRONIS IN VACUO. ., 33

cujus circuli generatoris diameter efi . Defcendat
corpus in hac cycloide ex punéo E aeque alto ac C
vel D erit velocitas ejus in L vt ¥(b—x). Ergo
tempufculum per L/ eft dv: V(b—x). Id quod igi-
tur aequa'le eft fummae tempufculorum per elemen-
ta Mm, Nun. Quare totum tempus defcenfus per
ELA, asequale erit fummae temporum per-arcus -CA
et DA. Ofcillatio ergo per CAD contemporanes
eft dimidiae ofcillationi penduli longitudinis 24, fen
integrae ofcillationi penduli long. La. '

§. rr. Ex his jam facile apparet, quomo~
do data altera curua AC inueniri debeat alterz
AD.  Sit quaefitae AD applicata PN=—g ; erit
Ni=—dt—Vdyr*+dz®. Erit igitur ds—+V(dx>*—-dz?)
—daV(a: x). Vade V(dx2—-da?)=daV(a: x)—ds.
Denique de—V(adx? . x-ds>—dx>—2didxV(a: x) ).
Cum corua AMC fit data, dabitur ds in x et duw;
ponatur igitur di—pdx. Erit de—dxV(a:x~p3—1
—2p¥(a:x)). Quae aequatio, cum p in & dari po-
natur, exprimet naturam curnae AND quaefitae,
Hinc intelligitur, cum .z non a curua pendeat , et
ideo pro lubitu accipi poflit, infinitas inueniri poffe
curuas loco quaefitne AND, quae cum AMC jun&ae
tautochronas praebeant. Notandum tamen accide-
re cafus, quibus, fi 4 quantitate quadam minor ac-
“cipiatur, curua quaefita fiat immaginaria.

§. rz. Sit curua data AC linea recta, cum gy o,
verticzli AB angulum quemcunque BAC conftituens,
erit di—ndy ; n denorante numerum ei angulo con-
. . e~




56 DE INNUMERABILIBUS CURVIS

nenientern, wvnde p=—=wu, quare de—dxV{a : X—i-An—

z—2nV{a:x)). Quae .aequatio integrationem ad-.

mittit in cafu »—1, quo re@a AC fit verticalis in~
ciditque in AB. Hic fit de==daV(e: x—2V(2: X))y

fiar 2Vax—g, erit x—gg : 4.57 et dxz—qdq : 24; e~
go JN:;‘gfgs “a M)"”é’g/t/( —4).  Eft igitur

C__Q(a——q -Jlrzw-q =0 2l n(awzwlam)wf (a—2vex) Vi o fi-

3vu 3?"‘ PN
at =g fi #—o , oportet fit C=% , adeoque eft
____"uw/cz—-.f.(a-—"val)'\’ ﬂ-—-—QWIw) ario.
2o v Quae elt acquatio- ad
curaam quarti ordinis; Hic x nunguam ga fuperare
potefl.

"§. 13. Sicurus altera AMC fuerit femicy-

¢lois, cujus diameter circuli generatoris AB=4.

Erit didis AP, x, AM, s, tum s—g4bx; ergo
s=—2Vbx, Sit altera curna quaefita ANE in qua
AN—#, oportet fit 5-—+-2'.__2Vax,, unde habebitur
ji—aVax—aVibx., Dicatur Va—Voé=Ve; r—z2Vex. Eft
itaque altera curua ANE etiam cyclois, idque quae-
cunque: ejus enim diameter ¢ pro lubitu poreft acci-
pi. Ofillationes vero cotemporaneae funt dimi-

dize ofcillationi penduli, cujus longitudo eft 24,

vel integrae fi longitido fuerit 2. Eft vero Va=
Vb-1-Ve , unde a=—b4-2Vhe——¢. Longitudo igitur
pardull ifochroni eft th4-Vbe—~-Le. Notandum ve-

~ro in ¢ycloide majori AMC initivm defcenfis non

fupra punétum E, vbi ED produdta fecat, effe ac-
cipiendum; alioguin enim corpus afcendens in cur-
ua AE nlira K afcenderet, et ofcillatio nusquam ter-
minaretur.

§. 14




TAUTOCHRONIS IN PACUO. 54

§. 14. Quaeramus cafiis, quibus ambae cur-

uae fint inter {fe aequales. Erit igitur s—¢f Quare

cum fit s——t—sVaxr; erit as—aVax ; feu s—Vaxr.

Ex quo cognofcitur, vtramque curuam efle cycloi~
dem, neque alias hoc fenfu fatisficere curuas prae-

ter cycloidem: Supra enim demonftratum eft noftra
methodo problema propofitum generaliffime {olvi,
Quemadmodum hic pofitum erat s—#, fic quaecun-
que zequatio inter s et 7 poteft accipi , et deinde
duae curuae dari, vt arcus afcenfis et defcenfus eam
habeant inter fe relationem. Vt, {i quaerantur duae
curuae problemati fatlsfu:lentes CA, DA, ut fit
femper AM : ANz—m : n, erit mi—ns, et i—ns;m.
Ergo S-t=—(ms—ns): m—=2Vax , unde efficitur
—Vax. Perfpicuum ergo eft, curnam AC effe

m+n
- - 2
femlcycloidcm diametri 2.2, et alteram ADN
(M)’
. . . 2
quoque femlcyclmde.m diametri -2¢
(tnj”

§. 15. Cum efle debeat s--t—2Vax, vt am-
bae curuae praebeant tautochronam ofcillationes
ifochronas penduli longitudinis j« habentem; Sit
s=Vax--v , et t—Vax—wv. Hoc igitur modo
duae curuae inuenientur fatisfacientes. Erit itague

ds—f-dv, et ) Ponatur dv=—udsy .
habebitur dr—=74% 1 7%, et =2 iy Qnare
fi y illius et & hujus curnae denotent applicatas, erit
G=drV (G gmtun—1).  Atque de—dxV( pieabr
—t-#t—1). Hic {i loco # fubftitnatur quaecunque fun-

Tom. IV. H ¢io

Fig. 7,
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&io ipfius x; habentur duze acquationes pro curnis

problemati {atisfacientibus. Obferuandum hic, fi

ponatur a=—4b fore dz:de(%—-j%—}—uu——x), Quie

aequatio conuenit cum, aequatione §, 1. de—dx
(& ppp—1—2) fi fit b=a, ct u—p. Ex quo intel-
ligitur cusuam de=duV (55— je—ti—1), etiam cum
" hac dr—udx feu dy——dxV(uu—1), conjunéam. con-
ftitnere tautochronam ofcillationes abfoluentem eo-
dem tempore ; quo pend\]llum longitudinis %
fen 44a.

§. 16. Conftituatur fuper axe AP curua quag-
cunque BE, in qua pofita AP—x fit PE—=¢. Tum
deferibatur hyperbola cubicalis VKLT, cujus appli-
cata PK vel PL i dicatur 7, {it 4xr?—4,; reda qua-
dam pro unitate accepta, erit PK vel PL=V(a: 4%}
Deinde conftitnantur duae nouae curuie RF, 3G,
in quibus fit PP==V(LE*~1); et PG=V(EE*~1).
Brit PF:V(%C—V%——PMH———I) et PGV :x-i—%m
—1). Quibus facis accipiatur PM in 1 dudta aequa~
1is areac APFR: et PNin 1 duéta aequalis areae APGS.
Erunt, cum fit APFR=fdxV(Ga—jetut—1) €t
APGS—=[dxV (5 tvetut-1), FPM=zct PN=¢,
atque capropter curuie MA et NA jun@ae in A ex-
hibebunt curuam tautochronam.

§. 1+v. Ex hifce per{picuum eft, quomodo
data cuwrua quacunque inueniri oporteat alteram
tautochronismo producendo aptam. Nunc €0s in-
neftigare ftatui cafus, quibus ambae eae curuae ita,
vt decet, jun&ae, eandem conftitnunt curuam con=

ti-
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ginnam; vt et aliae curude eseque innumerae cyclo-

idis fimiles habeantur, eundem effedtum in horolo-

giis pracftantes. Sit MAN hujusmodi curua circa
axem verticalem AP pofita.  Dicatur, vt ante,
AP, x,arcus AM, s et alter AN, #, oportet effe
st—2Vax. Conflitnarur alia fcurva GAH talis,
ut €ejus applicatae PG, PH fint arcubns AM, AN re-
fpectine aequales. Erit ergo PG=s, PH=—¢, ea-
que curnae GAH erit proprietas, ut fit s—-t=2Vax.
Perfpicium eft, fi curna GAH fuerit data, alteram
MAN ex ea pofle conftrui, atque {i illa fuerit curnd

continua, et hanc quaefitam talem fore. Huc igi-

tur quaeftio eft reducta, vt inueniatur curua GAH,

quac fit continua, eamgque habeat proprictatemj vt

it GP+-GH=—2Va. AP.

§. 18. Refpondent ergo in curua GAH {in-
gulis abfciffis AP duae applicatae GP, PN, qua~
rum altera eft negatiua, fi altera affirmatiua fuerit.
Talis proinde aequatio inter abfciffas et applicatas
effe debet , vt litera applicatas denotans pro fingulis
abfcifis duos habeat valores ad conditionem quae-

fionis accommodatos. Vt haec facilins efficiamy

affumo nouam indeterminatam w, €X qua vna cum
conftantibus et abfciflae et applicatae determinari
debent; ita autem, ut, pofita w affirmatiua, inue-
niatur pun&um G; pofita vero ¢ negativa, tunc
punétum H inueniatur. Confideremus igitur ¥, tan-
quam fun&ionem ipfius v, atque s. Fusdio au-
tem s fignificans dabit # fed negatiue, quia PN ad
alteram axis AP partem cadit, fi v abeat in —v,

H 2 5. 19.

1

i
Y,
\

5,
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Fig‘, 6.




6o DE INNUMERABILIBUS CURVIS

§. 1o. Cum abfciffa AP eadem maneat pro
urroque punéto G et X, oportetutea & irainw de-
termizetur, vt eadem manedt transmutato o in —.
Siue x debet efle fun&io par ipfiuso: fit talis fun-
&io Py erit a—=P. Ponatur applicata PG, s=Q-R,;
denotantibus Q finionem imparem, R vero parem

ipfids ». ~Ponaturin hac formula Q=R locev; —w,

abibit ea in .—Q-4-R; quemadmodum confiat €x iis,
quae de funé&ionibus paribus et imparibus in differta-
tione de trajetoriis reciprocis tradidi. Pofito ve-
ro —v loco v, habebitur punétum H, quare —Q--R
exprimet applicatam PH. Quae autem, cuminal-
teram partem cadere debeat, erit valor —Q--R
negatiuus. Abfoluta ergo applicatae PH fen z ma-
gnitudo erit Q-R, unde habetur #—Q-R. At ve-
ro eft s==Q-4-R, et a=P. :

§. 20. Ex conditione problematis haec ha-
betur proprietas, vt fit s—4-f—2Vax, vt in §. 17.
oftenfum eft. Quare cum fit s=Q-+R, /=Q-R,
¢t x=—P, erit 2Q—2VaP fen QQ—aP, hincque
P—QQ:4 Hic inquirendum eft, an hic valor ipfi-

-us P inuentus, et fuperior, fecundum quem P debet.

e funétio par ipfius x inter fe non repugnent ¢ Si
enim repugnarent, nihil inde ad propofitum elici
poffet. Non autem ii inter fe repugnant: nami,
quia Q eft fanétio impar, ejus quadratum erit functio
par;. porro dinifore ¢ nihil ad haec faciente, per-
{picunm eft hic P firnétioni pari aequale poni. Ef
ergo P—QQ: @ Ex his curua GAH inuenitur. Acci-

piatur enim AP few #:=QQ: 4, ¢t PG feu 5=Q-+R,

— vbi
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vbiloco Q quaecunque fun&io impar, loco R vero
guaecungue par fubftitui poteft ipfins v, Quia x=
QQ: z erit Q—Vax, et idcirca —R~+Vax. Hic
R poteft accipi funétio par ipfius Q feu Yax, fiue
duntaxat ipfius V.

§. 21, Ex hisce facile elicitur curuarnm no-
firo inftituto- inferuientivm conftructio.- Circa-axem
verticalem AP coaftituatur parabola MAN, cujus
parameter —a. Duéa ergo ordinata ad axem or-
thogonali MN, erit, fi {it AP—x, PM—Vax. In-
fra hanc parabolam circa eundem axem defcribatur
curnaqu aecungue QAS, cujus axis AQ fimul eft dia-
meter.  Ducantur verticales MR, NS, horizonta-
lem per A tranfeuntem fecantes in T et V. Erit
AT—=Vaxr, et AV—Vax;, TR uutem et SV erunt
aequales. Quae, cum fint ad eandem plagam fitae,
erunt funéio par lineae AL quae eft Vax, quare IR
exprimet fun&ionem R. Tom'nouz conftruatur
curug GAH, cujus applicata PG it —PM—~-TR, erit
alter 2 PH ob legem continuitatis —PN-SV fen
PN-TR. Quare erit PG—R--VYax, et PH—=R
~+Vax. Vnde fequitur curuam GAH eandem efe,
quae quaeritur. | '

§. 22. Hoc ergo modo inueniuntur curuae
infinitae, non quidem tautochronae, fed tales ex
quibus tautoclironae poffunt conftrui.  Sit curus
AG praecedenti modo conftruda, inde fi alia AM
conftruatur, ut ejus arcus AM ubique fic aequalis
refpondenti applicatae PG, erit haec curua tauto-
chrona (5. 17. )»_Ex data vero AG, requifita AM

H 3 {6-
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fequenti modo conftruetur. Ducatur redta in G
tangens GI, occurrens axi produé@oin I. Centro
G radio GP defcribatur arcus circuli PL, quem ho-
rizontalis ex I ducta fecet inL. Jungatur GL, er 2 P
in axe capiatur longitudo arbitraria PE, fed ubique

‘eadem. Tum ex E ducatur linea ER parallela ipfi
J.G, fecans applicatam PG.in.R. = Per omnia hoc

modo determinata punéta R tranfeat curua SR,
quae plerumque affymtoton habebit horizontalem
AO. Denique conftruatur curna AM talis, vt re-
&ang. PM. PE aequale fit {patio OAPRS. Erit
haec AM curua tautochronaz, Eft enim arcus AM
==PG. ' '

$. 23. Rem analytice perfequor. Cum x
debeat efle fun&io par ipfius v, infuper autem fit
Q—Vax , oportet fit Vax fun&io impar ipfius v,
pono Yax—wv, erit v—wv?2: & fan&io par, vt requi-
ritur. Habemus igitur ex §. 20. hanc aequationem
s—R-4w, vbi R denotat fun&tionem parem ipfius .
Erit itaque ds—dR—-dv, {it dAR=Vdv, necefle eff,

vt V {it fun@io ipfius # impar. Quare erit di——dv

{1-4+V), ideoque drl=dv(x-+2V~-VV )—=dx>+
4y®. Quoniam autem x¥—>: 4, erit dy——2vdv: a,
et dx?—=4v2do? ; g Confequenter dy?—dv?(x—-2
V+VV—yw?;4?) atque dy—2V(a2+-242V—-4-a?V?2
—402). Hanc aequationem nullo modo rationalem
efficere potui, fubftituendis loco V valoribus legiti-
mis, vt aimiram V aequalis ponatur functioni im-
pari ipfius .. Quamobrem nefcio; an alii cafus

in-
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inde erni queant, quae integrationem admittunt,

praeter eum, quem hic expofiturus fum.

§. 24. Ponatur 2V , id quod fieri poteft;
aequale 29, Vvt termini a*V? et 4v* fefe deftruant;
erit dy'_-”_—,d%’V(m—J,—;;.m), quae aequatio integratio-

nem admittit quia @ unius tantum eft dimenfionis.
Integralis ejus eft hiec aequitio y= “+g32(a+4m
:c+(a+i\_?%"_______(“+4“/“x] ob w=Vax. Vty euanefcat,
ofito x—o, oportet vt fit C—=—aVa; erit igitur
-;,-:_—avfd-i-(ﬂ“i-‘l'ﬂfﬂmxj\/(ﬂ—l-”ﬂ/“x) feu 6}Vﬂ+ﬂ1/d:(d++va

%)V (a4 Vax). Hinc habebitur a—t-4Vax—(6yYVa

2 .
—-aVa) '3’:13/(36 ayy—-12daay--a3). Quamobrem
fumtis utrinque cubis erit 1204V ar—-484aax-+64a%
Vax—g6ayy-4-12aay feu 12ax-+(34+16 xYWax—
o)y-t34y. Quae penitus ad rationalitatem reducta

dabit hanc aequationem ordinis quarti: 81yt 544

y3—2x6axyy—2564x3—+-9aa)y—7 20aX) 4.8 44X X—
9air=o. '

§. 5. Habemus ergo curuam zlgebraicam
ordinis quartis, quae perinde atque cyclois ad ofcik-
lationes omnes aequitemporaneas faciendas eft ido-
nea. Eam igitur aliquanto zccuratius hic defcribe-
re operae pretium erit. Sit axis AEj habebit cur-
na noftra hanc formam BACD; ejusque, di&is AP,
y, ea erit aequatio , quam §. przecederite inueni-
mus. Tempus autem , quo ofcillatio quzecunque
per MAN abfoluitur, aequale erit tempori ofcillatis
onis penduli ordinarii, cujus longitndo eft fa. No-
tandum eft, hanc curuam ab altera parte axis AE,

- in
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in C habere pun&um reuerfionis; Pundum vero C
reperitur fumendo AE—~—Xa, et applicatam EC=—
ta. Porro in C curua produdta ita reuertitur, vt
fit arcus CD aequalis fimilisque arcui CAB. Qua-
propter fi ex C ducatur verticalis CF, erit ea dia-

‘meter curuae orthogonalis. - Ofcillationes vero in

alterntra tantum parte BAC conftitui debent.
§. 26. Cum igitor CF fit diameter hujus cur-

uae , quaeramus aequationem ad hanc diametrum

relatam. Sit nimirum CQ=—f, et QM=xz, erit
APW.“:AE-—CQ“—-—«{J—-t et PM—y—QM—-CE=x

g—gty his valoribus loco v et ¥ in aequatione in-

uwenta 5. 24. fubflitutis, fequens refultabit aequa-

tio, S8izt—t-216atzy-t-256at3~18aaz2—0, fiue,
quae ad hujus curnae proprietates inueniendas ma-

. 3 2
gis eft apta, haec r=2=3EEE0  foy pm i (g

2
V(aa—16at))?: 6Va. Unde perfpicuum e{’i“z*’qéa«
tuor valores habere manente £, idque hoc modo,

" fi ambo figna 4 valeant habetur pun&um M; Si

prius fignum — et alternm —-valeant habebitur pun-

‘&um Ky Si prius 4~ et pofterius — fumantur, pun-

¢tum N3 Si denique vtrumque fighum — Iocum ha-=

beat, obtmebltul punétum L.

§. 29. Ex hac aequatione perfpicitur curuam

hanc effe quadrabilem. Ponatur -~ V(aa—16at)=p,

erit 1—= f’dfi’ et ,,::gjz Elgo a’z‘—di’ %—f Ttaque

”df:idé%? ﬁgii;‘f. Quod integratum dabit fsdi—

v . . e . .
AL {’681{’,‘,‘;. Quae quantitas exprimit {patium in-

ter

[ S
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ter abfciflam, apphcatam et curuam contentum,

Conftat deinde ex curuae inuentione eam efle recti-

ficabilem. Quia =2k erit dz:dﬂf , vade dz?=—

2z
iz, Eft vero dsP—% 230248 Quare dt*—i-

64 32¢ 6 4au

dzﬂf—%"*‘%‘%"’“:b ar’ . et hinc V(dt?A-dz? y—ib

B2 -Confequenter f‘l/(drg—i——dﬂz)_f EHPE Quae
cxpwﬁio dat vel arcum CN vel CAM vel quoque
corum negativos CL vel CLK.

§. »8. TInuentis area et longitudine hujus
curuse; refiduum eft id, quod maxime ad ufum ejus
in horologiis pertinet, vt inueftigemus radium-
ofculi, eoque inuento curuae hujus euolutam, quo
pendulum ofcillationes in hac curva abfoluens con-
ftitni queat. Radius osculi vero erit, pofito 4z con-

2 = -.'3'.- . . . . . :
ftante (d*d"‘ggf )z cujusvalor ex fuperioribusinuenietur

Namgque eit (dtf’*—J[—dz )ﬁ’—"(“—?’ 2% atque dz"‘%fjg
g 124°

\

e g 2 p AP ®
_ﬁmc quiadz ponitur conftans, erit ddz——o=— 2f 5;41; 5

unde habetur ddp"-""‘i’ =4 Denique quia dr—2de-0a2,

erit ddt— “ddi"'“d"? “‘“1"1‘*?"“'“““? —pdp’  His valoribus

5ap
in formula (‘E_'Efti)z {fubftitutis , orietur radins os-
culi —={e+pivap  fonnm — indicat radium osculi et

. Saa
diametrumn inter fe diuergere.

Tom. IV, I §. 20
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§. n9. Cum radius osculi fit cognitus, facile
erit curude noftrae tautochronae euolutam inuenire.

Sit CNB tavtochrona.  Maneant CQ——2% 12,

QN’: —£2.  Sit radins osculi = —-f““*-i’) Yep, qui tan-

get in M euoiutam quaefitam CM Demxtratur
ex M in axem applicata MP, fintque CP—xr, PM
—y. Inuenientur hae coordinatae ex relatione co~

gnita coordinatarum CQ et QN.  Calculo vtpo-
te ficili lic omiffo habebitur x—22F122 or y—
“““’”ﬂ,ﬂ;’f“f’ Y?  harum acquationum opé euolata

CM per mﬁmta. puncta jam defcribi poterit. Si
autem velimus p eliminare, vt aequatio inter x et
J fuperfit, p ex priore aequatione inuenitur in &

et &, qui valor fi deinde in altera fubftituatur, fe-
s . 37632 321606
guens emmgu aegg:no- %Zgi?yy——m—,sg;g aAXX—"g5%
@8- (R NPT ax—-57a?)V (424
8o2x). Quae aequatio fi prorfus ad rationalitatem

reducatury erit ordinis quingi.

§. go. Id denique- filentio praetereundum
non eft, hanc curuam tautochronam eandem efle
prorfus, quam lineae redae verticali jungendam in-
wenimus { 8. x2. ).  In eo enim folo aequationes
differunt, quod ibi parameter 2 quadruplo fit ma-
jor quam hic. Quiaigitur longitudo penduli ifochro-
ni pro noftrd curuva tautochrona eft f, erit fi haec
eadem curua cum verticali AR jungatur, longitu-
do penduli ifochroni 1e. Tempora ergo ofcillati-

opum in curua MAN duplo funt majora quam os-
| cilla-
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r PAN. Quare fi in vtroque lapfl

¢ cillationum pe e &
oo | graue ad N vsque perueniat afcendendo, erit ZMA
7 “-tAN-—2#PA-+2fAN. Confequenter ZMA—AN

—o»7PA. Differentia ergo temporum descenfuum
] per arcus MA et NA aequatur duplo tempori des-
£ cenfis per verticalem AP.

3 B

CURVA TAUTOCHRONA IN
FLUIDO RESISTENTIAM FACIENTE
SECUNDUM QUADRATA CE-
LERITATUM.

Auct. Leonb. Eulero.
5. 1.

nftquam Hugenius primum inneniflet cycloi- M, ogobr
dem effe curuam Tauwtochronam in vacuo et 1729
Hypothefi grauitatis vniformis 3 Newtonus g, v,
atque Hermannus dederunt quoque Tauto- '

chronas pro hypothefi grauitatis difformiter agen-

tis et tendentis ad pun&um quodcunque fixum tan-

quam centrum. Pofuerunt auntem motum fieri in

vacuo, neque vllam pati refiftentiam. ~ Quod vero

ad media refiftentia attinet , Newzonus etiam de-

monftranit cycloidem efle tautochronam in medio

In celeritatum ratione refiftente; ad alia autem re-

fittentia media neque ipfe neque quisquam alivs eft

progreflus, vt, quae curuie i iis tautochronis-

mum producant, oftenderent.
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